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1 Ereignisse

Ein endlicher Ergebnisraum eines Zufallsexperimentes ist eine nichtleere Menge Q = {w;,ws,...,wn}. Die
Elemente w,, € ) heifen Ergebnisse. Jede Teilmenge A C  wird als Ereignis, jede einelementige Teilmenge
{wn} C Q wird als Elementarereignis bezeichnet. Der Ergebnisraum  und die leere Menge & sind stets Ereignisse;
Q heifit das sichere, @ das unmdgliche Ereignis.

Gilt A C B, so ist A ein Teilereignis von B. Mit A und B sind auch der Durchschnitt (AN B), die Vereinigung
(AU B), und die Differenz (A — B) von A und B Ereignisse. Durchschnitt und Vereinigung sind kommutativ, asso-

ziativ und distributiv. Mit dem Ereignis A ist auch das entgegengesetzte Ereignis A ein Ereignis. Dieses wird auch
als Negation oder Komplement von A bezeichnet. Gilt AN B = &, so heifsen A und B disjunkt oder unvereinbar.

Fiir zwei Ereignisse A und B gelten die de MORGA Nschen Formeln

AUB
ANB

)

SN
@l &

N
U

2 Wahrscheinlichkeit

Die Definition der Wahrscheinlichkeit von Kolmogoroff. Ein nichtleeres System B von Teilmengen eines Er-
gebnisraumes (2 heifst o-Algebra (iiber ), wenn gilt

AeB = AcHB,

A, eB:n=1,2... = UAne%.

n=1

Aufgrund der de MORGANSschen Formeln ist eine o-Algebra aufserdem gegen abzihlbare Durchschnittsbildung abge-
schlossen.

Ein hochstens abzéhlbares System {A,, € B : A, N A,, = &, k # n} heift vollstindige Ereignisdisjunktion, wenn
gilt U,2, A4, =Q.

Kolmogoroffsche Axiome: Gegeben seien ein Ereignisraum €2 und eine geeignete o-Algebra B iiber Q2. Die Elemente
von ‘B sind also die Ereignisse eines Zufallsexperiments. Eine Funktion P, die jedem Ereignis A € B eine reelle Zahl

zuordnet, erfiille
P(@) =1,
P(4) >0 VAe®B |

P <U An> = Z P(A,) fiir paarweise disjunkte Ereignisse A,, € B .
n=1 n=1

P(A) heift die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.
Hieraus folgt

P(@)=0,

P(A)=1-P(4) ,
0<P) <1,
P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) ,
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3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ermoglicht das ,Heranzoomen“ im Wahrscheinlichkeitsraum. Statt € wird hierbei
einfach B € Q als ,sicheres Ereignis, oder genauer als vorausgesetztes Ereignis, definiert.
A, B € B8 und P(B) > 0. Dann heifst AN B
P(A|B) = (P(;) )
bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.
Im allgemeinen ist P(A| B) # P(B| A). Es gilt die Beziehung

P(A|B) P(B)=P(B|A) P(4) .
Auflésen nach P(A N B) liefert die Multiplikationsregel fiir Wahrscheinlichkeiten
P(ANnB)=P(A|B) P(B) .
Die wiederholte Anwendung der Multiplikationsregel auf den Durchschnitt N zufélliger Ereignisse liefert

(0] <o (Fnia) o

n=1 n=2

N
P (ﬂ A, | As nAl) P(As| A;) P(A4))

n=3

N
P (ﬂ A, | A3 N Ay mA1> P(A3| A2 N A1) P(As | Ar) P(A))

n=4

N-1
=P (AN| N An> - P(Ag| AsN AN Ay) P(As| Ay N Ay) P(As| Ay) P(Ay) .
n=1

Die Ereignisse A,, (1 <n < N) seien eine vollstindige Ereignisdisjunktion und es gelte P(A,) > 0 Vn. Dann folgt fiir
jedes B € B die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

N
P(B) =Y P(B|A,)P(A,)

n=1
und, wenn P(B) > 0 ist, die Formel von Bayes

P(AnlB) _ NP(B|An)P(An)

S P(B| A P(A)
k=1

Im allgemeinen wird P(A) # P(A| B) sein. Gilt aber fiir A, B € B
P(A|B) =P(4) ,
5o heifit A unabhingig von B. Fiir unabhéngige Ereignisse folgt hieraus
P(ANB)=P(A|B)P(B) =P(A)P(B) ,
P(ANB)

P(BIA) = =5 = P(B) .
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4 Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist eine numerische Beschreibung des Ergebnisses eines Zufallsexperiments, so dass man damit
(fast) wie gewohnt rechnen kann. Auf den ersten Blick kénnte man meinen, Zufallsvariablen seien Variablen, die zuféllige
Werte annehmen. Tatséchlich sind Zufallsvariablen aber weder zufillig noch Variablen. Es handelt sich vielmehr um
eine Funktion ¢ = z (w) : 2 — R, die ein Ereignis w aus einem Ereignisraum ) (z.B. die moglichen Augenzahlen
beim Wiirfeln) in den Raum R der reellen Zahlen abbildet. Die Zufallsvariable liefert eine Zahl xg = @ (wq) fir jedes
Elementarereignis wy € €. Die Umkehrabbildung z~! muss jedem Intervall (—oo,a], a € R ein Ereignis aus der
o-Algebra ‘B iiber ) zuordnen, also ein Elementarereignis oder eine Vereinigung mehrerer Elementarereignisse.

Zufallsvariablen werden auf den SI-Ubungsblittern durch kleine, fettgedruckte Buchstaben gekennzeichnet, z.B. x.
(Jedoch wird diese Notation nicht im SI-Skript umgesetzt, und auch nicht auf den handschriftlichen Mitschrieben,
sodass Zufallsvariablen und ,normale“ Variablen meistens aus dem Kontext heraus unterschieden werden miissen.)

Ist die Elementarereignismenge oder die Menge des Wertebereichs einer Zufallsvariablen endlich oder hochstens ab-
zdhlbar unendlich, so heifst die Zufallsvariable diskret. Im Falle einer iiberabzdhlbaren Ereignis- und Wertemenge
bezeichnet man die Zufallsvariable als kontinuierlich. Das bedeutet es gibt iiberabzdhlbar unendlich viele verschie-
dene Elementarereignisse, und die Zufallsvariable kann {iberabzihlbar unendlich viele verschiedene Werte annehmen.

5 Verteilungsfunktion und Dichte

Wir hatten fiir die Zufallsvariable vorausgesetzt, dass & !((—oc,a]) € 9B, d.h. die Umkehrfunktion der Zufallsva-
riable bildet jedes linksseitig unendliche abgeschlossene Intervall auf ein giiltiges Ereignis aus der o-Algebra ab. Die
Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist nun genau die Verteilungsfunktion oder kumulative Wahrscheinlich-
keitsdichte Fy(z) der Zufallsvariablen x

F(z) =Pz <z) .
Fiir die Verteilungsfunktion gelten Fp, : R — [0,1]; lim F(x) =0; lim Fp(z) = 1. Auferdem ist F(z) monoton

r—r— 00 Tr—r 00

steigend und rechtsseitig stetig.
Stellt x eine diskrete Zufallsvariable dar, so ergibt sich fiir deren Verteilungsfunktion immer eine Treppenfunktion.

Eine Zufallsvariable x heifit stetig, wenn eine integrierbare Funktion f.(x) > 0 Vo € R existiert, sodass sich die
Verteilungsfunktion Fy(z) in der Form

E(z) :/ fe(u) du
schreiben ldsst. f(z) heifit Dichte von x.
Aus limg, o Fo(2z) = 1 folgt

7fw(a:) de=1.

fe(x) gibt also an, wie die Wahrscheinlichkeitsmasse 1 tiber die 2-Achse verteilt ist.

Man schreibt fiir die ,,Dichte“ einer diskreten Zufallsvariablen, deren Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(x = z,,)
gegeben sind, auch

fe(z) = ZP(QB =an)0(z—a,) = an 0(x —xp) .
n=1 n=1
Damit gilt sowohl fiir kontinuierliche als auch fiir diskrete Zufallsvariablen der Zusammenhang

d

Dabei wird die Delta-Distribution §(x) (nach Paul Dirac, 1902-1984) verwendet, die fiir C*-Funktionen f(z)

definiert ist als
o

/ 5(x)f(x) dz = £(0) .
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6 Erwartungswert

Der Erwartungswert kann interpretiert werden als Mittelwert aller méglichen Werte z,,, die eine (diskrete) Zufalls-
variable & annehmen kann. Dabei werden die Werte entsprechend ihrer Auftretenswahrscheinlichkeit p,, gewichtet.
Da die Summe iiber alle p,, immer 1 ergibt, ist dieser Mittelwert automatisch normiert E{x} = 22[21 Ty Ppn. Fir
kontinuierliche Zufallsvariablen integriert man entsprechend iiber die Dichtefunktion

oo

Byf{z} — & — /xfm(x) dz |

—00

Genauso lésst sich auch der Erwartungswert fiir Funktionen einer Zufallsvariable definieren, um also zu berechnen,
welchen Wert die Funktion einer Zufallsvariablen erwartungsgemif annimmt

o0

By {g(x)} = / o) () dz

— 00

Quelle [JW02].
Weitere Informationen [Hen17], [Pap84].

7 Aufgaben

1) Ereignisse
[JW02]
Drei Bits werden iiber einen digitalen Nachrichtenkanal {ibertragen. Jedes Bit kann verfilscht oder richtig empfan-

gen werden.
a) Geben Sie den Ereignisraum € an.
b) Es sei A; = {i-tes Bit verfilscht}. Geben Sie das Ereignis Az an.
c) Stellen Sie folgende Ereignisse mit Hilfe der A; und passender Mengenoperationen dar:
- B; = {alle Bits sind verfélscht}
- B; = {mindestens ein Bit ist verfélscht}
- Bs = {kein Bit ist verfdlscht}
- B4 = {hochstens ein Bit ist verfilscht}
d) Beschreiben Sie verbal folgende Ereignisse:
- Ci= AN (A3 A3)
- Cy=(A3NA1NA)U (AN A NA3) U (A N AN A3)

2) Wahrscheinlichkeit

[JWO02]
Ein elektronisches Schaltnetz (Abb. 1) besteht aus drei Relais. Jedes Relais ist mit der Wahrscheinlichkeit 0,5

geschlossen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann ein Strom vom Eingang E zum Ausgang A fliefen?

1 A

- — : >

Abbildung 1: Schaltnetz.
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3) Bedingte Wahrscheinlichkeiten I
[JW02] / [Bei95]
80 % der in einer Radaranlage eintreffenden Signale sind mit einer Stérung iiberlagerte Nutzsignale und 20 % sind
reine Storungen. Aus Erfahrung weiff man, dass beim Empfang eines gestorten Nutzsignals die Anlage die Ankunft
eines Nutzsignals mit Wahrscheinlichkeit 0,95 anzeigt. Beim Empfang der reinen Stérung zeigt sie die Ankunft
eines Nutzsignals mit Wahrscheinlichkeit 0,3 an.

Die Anlage zeige nun die Ankunft eines Nutzsignals an. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wirklich
ein gestortes Nutzsignal empfangen wurde, d.h. dass die Anlage eine richtige Anzeige macht.

4) Bedinge Wahrscheinlichkeiten IT
[JW02] / [Bos96]
Bei einer Qualitdtskontrolle konnen Werkstiicke zwei Fehler haben, den Fehler A und den Fehler B. Aus Erfahrung
seien folgende Werte bekannt: Mit Wahrscheinlichkeit 0,05 hat ein Werkstiick den Fehler A, mit Wahrscheinlichkeit
0,01 hat es beide Fehler und mit Wahrscheinlichkeit 0,03 nur den Fehler B.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Werkstiick den Fehler B?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Werkstiick fehlerhaft bzw. fehlerfrei?
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt ein Werkstiick genau einen der beiden Fehler?

d) Bei einem Werkstiick wurde der Fehler A festgestellt, wihrend die Untersuchung auf Fehler B noch nicht erfolgt
ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat es auch den Fehler B bzw. nicht den Fehler B?

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Werkstiick fehlerfrei, falls es den Fehler B (bzw. A) nicht besitzt?
f) Sind die Ereignisse ,Fehler A“ und ,Fehler B unabhangig?

5) Zufallsvariablen
Geben Sie zwei mogliche Zufallsvariablen fiir den Wurf eines Wiirfels an.

6) Verteilungsfunktion und Dichte
[JWO02] / [Bos95]
Die Zufallsvariable « besitze die Dichte f,(z) = ce™?1*l, p >0 .

a) Man bestimme den Koeffizienten c .

b) Man bestimme die Verteilungsfunktion Fy(z) .

7) Erwartungswert

a) Berechnen Sie die folgenden Erwartungswerte.
- BEr{d(® — o)}
- BEr{d(a- (z —m0))}

b) Zeigen Sie [MK12]

E;{d(g9(x))} = Z |Jg%((;cj))| ,  mit g(z;) =0 und ¢'(z;) #0 .

c) Die Wahrscheinlichkeitsdichte f,(z) ldsst sich darstellen als f.(z) = Eg{d(x —x)} . Berechnen Sie nun die
Wabhrscheinlichkeitsdichte f,(y) von y = g(«) mit

f) = Ex{o(y —y)} = Ep{d(g(z) —y)} .
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