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Lokalisierung mittels mengenbasierter
nichtlinearer Filterung im Hyperraum
Localization Using Set-theoretic Nonlinear Filtering Methods

Kai Briechle und Uwe D. Hanebeck

Moderne, leistungsfähige Verfahren zur Lokalisierung von Objekten haben in den letzten
Jahren eine Vielzahl neuartiger technischer Anwendungen eröffnet. Die Mehrzahl dieser Lo-
kalisierungsverfahren basiert auf Filterverfahren, mit welchen die Lage des zu lokalisierenden
Objektes geschätzt wird. Dieser Artikel stellt ein neuartiges nichtlineares Filterverfahren vor,
das die effiziente Behandlung nichtlinearer Filterprobleme ermöglicht. Es bietet sich damit für
Lokalisierungsprobleme an, bei welchen mit herkömmlichen, linearisierenden Filterverfahren
oft keine zufrieden stellenden Ergebnisse erzielt werden können. Die Leistungsfähigkeit des
vorgestellten Verfahrens wird mit Anwendungen auf prototypische Lokalisierungsprobleme
und einem Experiment zur Lokalisierung eines mobilen Roboters belegt.

In recent years methods for localization of objects have found widespread use as the basis
for numerous novel technical applications. The majority of these methods are based on fil-
tering algorithms which are used to estimate the position and orientation of the object that
shall be localized. In this article, a novel efficient nonlinear filtering concept is presented. It
is well suited for localization problems for which conventional filtering algorithms based on
linearization do not yield satisfactory results. The performance of the proposed algorithm is
demonstrated by applications to prototypical localization problems and an experiment, in
which a mobile robot is localized.

Schlagwörter: Lokalisierung, nichtlineare Filterverfahren, mengenbasierte Filterung,
Zustandsschätzung, mobile Roboter, Winkelmessungen
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1 Einleitung

Mit der Verfügbarkeit preisgünstiger, leistungsfähiger Hard-
ware haben Verfahren zur Lokalisierung (= Ortung) von
Objekten eine hohe praktische Bedeutung erlangt. Typische
Anwendungen finden sich bei der Ortung von Fahrzeu-
gen [1], Flugzeugen [2], Schiffen [16], mobilen Servicero-
botern [4; 18] oder Personen [14]. Neuere Entwicklungen
auf diesem Gebiet verfolgen die gleichzeitige Lokalisierung
eines mobilen Systems und die Kartierung seiner Umge-
bung, eine Aufgabenstellung, die im Bereich der mobilen
Servicerobotik große Bedeutung hat [4; 6; 20].

Die Mehrzahl der aus der Literatur bekannten Lokalisie-
rungsverfahren basiert auf Filterverfahren zur Zustands-
schätzung. Dabei wird die Lage des zu lokalisierenden

Objekts bezüglich eines gegebenen, raumfesten Koordina-
tensystemsS0 durch einen Zustandsvektorx beschrieben.
Für diesen wird durch das Filterverfahren auf der Basis
eines Systemmodells und einer Menge gegebener, unsi-
cherheitsbehafteter Messungen eine Schätzungx̂ berechnet.
Die Beschreibung der auftretenden Unsicherheiten benutzt
im stochastischen Fall bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten
und im Falle einer mengenbasierten Modellierung Men-
genX möglicher Systemzustände.

Viele der beschriebenen Systeme zur Lokalisierung wurden
bisher mit vergleichsweise einfachen Zustandsschätzver-
fahren, wie etwa dem bekannten Extended-Kalman-Filter
(EKF) [15] realisiert [18]. Diese stellen relativ geringe An-
forderungen an die verfügbare Rechenkapazität. Neuere,
leistungsfähigere,nichtlineare Verfahren wie die Partikel-
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filter [8] erschließen dagegen Anwendungen, für welche
mit linearisierenden Schätzverfahren wie demEKF oft
keine zufrieden stellenden Ergebnisse erzielt werden kön-
nen, siehe zum Beispiel [2; 16]. Allerdings erfordern diese
Verfahren im Allgemeinen einen erheblichen Rechenauf-
wand und die zu Grunde liegenden statistischen Annahmen
sind in der Praxis häufig nur schwer zu verifizieren [17].
Für Anwendungen, in denen Wahrscheinlichkeitsdichten
von Rauschprozessen nur schwer zu bestimmen sind, aber
Amplitudengrenzen angegeben werden können, bietet sich
die mengenbasierte Modellierung des betrachteten Systems
an [10; 17].

Dieser Artikel beschreibt ein neuartiges, nichtlineares Fil-
terverfahren [5] und dessen Anwendung auf Problemstel-
lungen der Lokalisierung. Das Verfahren basiert auf einer
einfach parametrisierten, analytischen Darstellung komple-
xer Unsicherheiten und erlaubt die effiziente Behandlung
nichtlinearer Filterprobleme, sowohl für den Fall mengen-
basierter Unsicherheitsbeschreibungen wie auch für den
stochastischen Fall. Die Leistungsfähigkeit des Verfahrens
wird mit einem Experiment zur Lokalisierung eines mobi-
len Roboters belegt.

2 Lokalisierung als Problem der
Zustandsschätzung

2.1 Problemstellung

Zur Behandlung eines gegebenen Lokalisierungsproblems
mit Hilfe von Filterverfahren wird die Lage des zu loka-
lisierenden Objekts bezüglich eines gegebenen ortsfesten
KoordinatensystemsS0 durch einen Zustandsvektorx be-
schrieben. Im Allgemeinen sind sechs Koordinatenx =
[x, y, z, θx, θy, θz]T ∈ R6 für die Position und Orientierung
des Objekts erforderlich, für viele praktische Lokalisie-
rungsprobleme kann eine vereinfachte Beschreibung in ei-
nem niederdimensionaleren Unterraum verwendet werden.
Das Problem der Lokalisierung des Objekts wird dann auf
ein Zustandsschätzproblem zurückgeführt. Dieses im Allge-
meinen nichtlineare Zustandsschätzproblem besteht darin,
den Zustandx eines nichtlinearen, dynamischen Systems
S , welcher selbst nicht direkt beobachtbar ist, auf der Basis
des Systemmodells und einer Menge gegebener, unsicher-
heitsbehafteter Messungenzi zu schätzen. Hierzu wird ein
Filterverfahren verwendet, um eine Schätzungx̂ für den
Systemzustandx zu berechnen. Dieser Schätzung ist eine
quantitative Beschreibung der Unsicherheit zugeordnet, mit
welcher sie behaftet ist.

Für die Schätzung des unbekannten Systemzustandesx
eines dynamischen Systems mit Hilfe von Filterverfah-
ren wird eine mathematische Beschreibung des System-
verhaltens benötigt. Für die Modellierung der auftretenden
Unsicherheiten lassen sich zwei Hauptklassen von Unsi-
cherheitsmodellen unterscheiden [19]: 1. Die wahrschein-
lichkeitstheoretische Modellierung, welche Unsicherheiten
durch Zufallsprozesse beschreibt und 2. die mengenbasierte
Modellierung, bei der Unsicherheiten durch Mengen mögli-

cher Werte für die betrachtete unsichere Größe beschrieben
werden.

Im Falle mengenbegrenzter Unsicherheiten ist die optimale
Lösung des gegebenen Zustandschätzproblems die mini-
male MengeX̃k aller möglichen Zuständexk, die mit allen
Messungenzi , i = 1 . . .k bis zum Zeitpunktk und dem ge-
gebenen Systemmodell kompatibel ist [19]. Der wahre Sys-
temzustandx k ist dabeigarantiert in Xk enthalten, wenn
die Annahmen über die Unsicherheiten korrekt sind. Für
nichtlineare Systeme ergeben sich im Allgemeinen schon
für einfache Nichtlinearitäten in der System- oder Mess-
gleichung komplexe Unsicherheitsbeschreibungen für die
geschätzten Größen. Im Falle der mengenbasierten Model-
lierung folgen komplex geformte, nicht konvexe oder nicht
zusammenhängende Mengen. Zur Herleitung praktisch an-
wendbarer, rekursiver Filterverfahren ist daher eine mög-
lichst einfache,konservative Approximationder optimalen
Lösung durch eine analytische,parametrisierte Darstellung
mit einer festen Anzahl von Parametern zweckmäßig [17].
Im Kontext mengenbasierter Unsicherheitsbeschreibungen
ist eine solche konservative Approximation eine MengeXk,
welche die MengẽXk der optimalen Lösung als Teilmenge
enthält.

2.2 Modellierung des Systems im Falle
mengenbegrenzter Unsicherheiten

Im Folgenden werden dynamische Systeme betrachtet, die
durch zeitdiskrete Differenzengleichungen gemäß

x k+1 = f
k

(
x k, uk

)+w k , w k ∈Wk , (1)

zk = hk

(
x k

)+v k , v k ∈ Vk (2)

gegeben seien. Die auftretenden unsicheren Größen des
Modells (1), (2) werden durchadditive, mengenbegrenzte
Rauschprozesse beschrieben. Dabei istf

k
(.) : RN ×RR →

R
N die gewöhnlich nichtlineare Systemgleichung und

hk (.) : RN → R
M die Messgleichung.N, R und M sind

die Dimensionen des Zustands-, des Steuer- und des Mess-
vektors. Der betrachtete Zustandsraum sei mitS= RN

und der Raum der Messungen mitT = RM bezeichnet.
x k ist der Zustandsvektor des Systems zum Zeitpunktk,
uk der Vektor der Steuergrößen, undw k der Vektor des
Systemrauschens.Analog dazu istv k der Vektor des Mess-
rauschens.

Für die Schätzung des Systemzustandesx k durch das Fil-
terverfahren sollen gemäß (2)unsicherheitsbehaftete Be-
obachtungenzi , i = 1 . . . M zur Verfügung stehen, die zu
festen, diskreten Zeitpunktentk erfolgen. Sie werden in
dem Messvektorzk zusammengefasst.

Im Kontext von Lokalisierungsproblemen beschreibtf
k
(.)

die Dynamik des gegebenen Systems durch kinematische
und/oder kinetische Bewegungsgleichungen. Die Messab-
bildunghk (.) charakterisiert die zur Lokalisierung verwen-
dete Sensorik, die auftretenden Messunsicherheiten werden
durchv k beschrieben.

Die Modellierung der Unsicherheiten für dynamische Sys-
teme durchadditive Rauschprozesse ist für eine große
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Klasse praktisch relevanter Systeme näherungsweise zutref-
fend [12]. w k und v k seien analog zum Ansatz in [17]
amplitudenbegrenzt gemäßw k ∈Wk und v k ∈ V k. Dabei
ist Wk bzw. Vk die Menge aller möglichen Werte von
w k bzw. v k zum Zeitpunktk. Das bedeutet, dass keine
Information über die Art oder Verteilung der auftreten-
den Unsicherheiten außer ihrer Mengenbegrenztheit für die
Modellierung verwendet wird. Die Systembeschreibung (1)
wird der Formulierung des in diesem Artikel vorgestell-
ten, neuartigen, nichtlinearen Filteralgorithmus für den Fall
mengenbegrenzter Unsicherheiten zu Grunde gelegt.

3 Das nichtlineare Filterverfahren im
Hyperraum

3.1 Filterung im Falle mengenbegrenzter
Unsicherheiten

Rekursive Filterverfahren berechnen eine konservative Ap-
proximation für die im Allgemeinen nicht geschlossen
beschreibbare optimale Lösung, in je zwei aufeinander
folgenden Schritten: ImPrädiktionsschrittwird aus einer
gegebenen MengeXe

k zum Zeitpunktk mit Hilfe des Sys-
temmodells die prädizierte MengeX p

k+1 zum Zeitpunktk+
1 bestimmt. ImFilterschritt wird die gesuchte, geschätzte
MengeXe

k+1 zum Zeitpunktk+1 mit Hilfe des Messmo-
dells, der gegebenen Messungzk+1 und der prädizierten
MengeX p

k+1 berechnet.

Das im Folgenden vorgestellte Verfahren zur nichtlinearen
Filterung im Hyperraum beruht nun auf folgenderKern-
idee [4; 13]: Das ursprüngliche, nichtlineare Filterproblem
wird aus dem OriginalzustandsraumS= RN in einen hö-
herdimensionalen HyperraumS∗ transformiert, in dem das
Problemlinear in den transformierten Zustandsgrößen be-
schrieben werden kann. Zur Lösung dieses transformierten
Problems wird dann ein klassisches, lineares Filterverfahren
angewendet. Dadurch können kompliziert geformte, nicht
konvexe oder nicht zusammenhängende Mengen durch eine
einheitliche einfache parametrisierte Darstellung beschrie-
ben werden. Dies führt zu einem Formalismus zur durch-
gängigen Darstellung und Behandlung nichtlinearer Filter-
probleme. Das vorgestellte Verfahren kann sowohl für den
Fall mengenbasierter Unsicherheitsbeschreibungen als auch
für den stochastischen Fall [5] angewendet werden. Im
Folgenden wird das Verfahren für den Fall einer men-
genbasierten Unsicherheitsbeschreibung hergeleitet, wobei
speziell der Filterschritt betrachtet wird, da dieser in ge-
schlossener Form darstellbar ist.

3.2 Transformation des Filterproblems

Zur Berechnung einer Schätzung des nicht direkt mess-
baren Systemzustandsx k mit Hilfe unsicherheitsbehafteter
Messungenzk werde derN-dimensionale RaumS durch
eine nichtlineare, vektorwertige AbbildungT (.) : S→ S∗
auf einenLx-dimensionalen HyperraumS∗ abgebildet, wo-
bei Lx > N sei. Das heißt, der Zustandsvektorx k wird
durch

x∗
k = T

(
x k

) = [
T1

(
xk

)
T2

(
xk

) · · · TLx

(
x k

)]T

(3)

in einen Zustandsvektorx∗
k ∈ S∗ transformiert. Durch die

TransformationT (.) wird also eineN-dimensionale Man-
nigfaltigkeit U∗ in dem Lx-dimensionalen HyperraumS∗
definiert, welche alsuniverselle Mannigfaltigkeitbezeich-
net sei.

Die Beschreibung einer unsicherheitsbehafteten Schätzung
im Originalraum S erfolgt durch die Auswertung einer
unsicherheitsbehafteten Schätzung im HyperraumS∗ auf
der universellen MannigfaltigkeitU∗. Für die Beschrei-
bung der unsicherheitsbehafteten Schätzung im Hyperraum
durch einfach parametrisierte Mengen werdenpseudo-
quadratische Formen Q∗ gemäß

Q∗ (
x∗

k

) = (
x∗

k − x̂∗
k

)T (
C∗

k

)−1 (
x∗

k − x̂∗
k

)
(4)

definiert. Dabei istC∗
k eine positiv definiteLx × Lx Ma-

trix und x̂∗
k der Vektor, für den Q∗ (

x∗
k

)
den Wert 0

annimmt. Die ParameterC∗
k und x̂∗

k von Q∗ werden
im Rahmen des Filterverfahrens ermittelt, wie in Kapi-
tel 3.4 beschrieben wird.Q∗ wird als pseudo-quadratische
Form bezeichnet, da sie eine quadratische Form in den
transformierten Zustandsvariablenx∗

i,k, i = 1 . . . Lx mit
x∗

k = [x∗
1,k, x∗

2,k, · · · , x∗
Lx,k

]T ist, nicht jedoch in den ur-
sprünglichen Zustandsvariablenxi,k, i = 1 . . . N. Mittels
der pseudo-quadratischen FormQ∗ können in S∗ direkt
so genannte pseudo-ellipsoidale MengenX∗

k definiert wer-
den. Diese definieren durch die implizite, wechselseitige
Abhängigkeit der transformierten Zustandsvariablenx∗

i,k ge-
mäß (3) komplexe Mengen im OriginalraumS.

Basierend auf der pseudo-quadratischen FormQ∗
k ge-

mäß (4) sei eine pseudo-ellipsoidale MengeX∗
k gemäß

X∗
k = {

x∗
k : Q∗

k

(
x∗

k

) ≤ 1
}

=
{

x∗
k : (x∗

k − x̂∗
k

)T (
C∗

k

)−1 (
x∗

k − x̂∗
k

) ≤ 1
}

(5)

definiert.X∗
k ist eine pseudo-ellipsoidale Menge mit Mit-

telpunktvektorx̂∗
k und positiv definiter, symmetrischer Ma-

trix C∗
k in S∗ und definiert zusammen mit der universellen

Mannigfaltigkeit U∗ eine komplex geformte MengeXk
aller möglichen Zuständex k im ursprünglichen Zustands-
raum S. Die Definitionsungleichung für die MengeXk in
S ergibt sich durch Substitution der TransformationT (.)

in (5), woraus

Xk =
{

xk : (T
(
x k

)− x̂∗
k

)T (
C∗

k

)−1 (
T

(
x k

)− x̂∗
k

) ≤ 1
}
(6)

folgt. Die Bestimmung vonXk gemäß (6) ausX∗
k kann

als Anwendung einer zuT (.) inversen Transformation in-
terpretiert werden, die den Zuständenx∗

k ∈ X∗
k auf der

universellen MannigfaltigkeitU∗ die korrespondierenden
Zuständex k ∈ Xk ⊂ S zuweist.

Beispiel ��� Darstellung einer komplex geformten Menge
durch eine pseudo-ellipsoidale Menge.
Betrachtet werde die nichtlineare Abstandsmessgleichung

zk = x2
k + y2

k +vk (7)
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mit zweidimensionalem Zustandsvektorx k = [xk, yk]T ,
wobei die auftretenden Unsicherheiten amplitudenbegrenzt
seien und daher durch Mengen beschrieben werden. Eine
TransformationT (.) in einenLx = 3-dimensionalen Hyper-
raum S∗ sei durch T

(
x k

) = [xk, yk, x2
k + y2

k]T gegeben,
sodass (7) inS∗ in einer so genannten pseudo-linearen
Form dargestellt werden kann. Diese ist linear in den trans-
formierten Zuständenx∗

k, nicht aber in den Zuständenx k

im OriginalraumS. Eine pseudo-ellipsoidale MengeX p,∗
k

für die priore Unsicherheit sei mit (5) durch

x̂∗
k =




0

0

1


 , C∗

k =



1,5 0 0

0 1,5 0

0 0 0,5


 , (8)

und die universelle MannigfaltigkeitU∗ gegeben, welche
durchT (.) definiert und eine zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit in S∗ = R3 ist. Bild 1 stellt die gemäß (8) definierte
pseudo-ellipsoidale MengeX p,∗

k zusammen mitU∗ dar.
WährendX p,∗

k in den transformierten Zustandsvariablenx∗
k

eine einfache, ellipsoidale Menge ist, beschreibt sie im
ursprünglichen zweidimensionalen ZustandsraumS die in
Bild 3 dargestellte, kompliziert geformte MengeX p

k . Man
erkennt, dassX p

k nicht einfach zusammenhängend ist, und
daher in S nicht durch eine ellipsoidale Menge beschrie-
ben werden kann. Zur Berechnung der Grenzen vonX p

k
ist die Anwendung einer inversen Transformation vonS∗
nachS erforderlich, welche im Allgemeinen nur numerisch
ausgewertet werden kann. Einsetzen der Beispielwerte (8)
und der TransformationT (.) in die Definitionsgleichung
des Pseudo-Ellipsoids (5) ergibt gemäß (6) die Ungleichung

Bild 1: Pseudo-ellipsoidale Menge Xp,*
k in S* = R3 und universelle

Mannigfaltigkeit U* für T(xk) = [xk, yk, x 2
k + y 2

k ]T.

X p
k =

{
xk : 2

3
x2

k + 2

3
y2

k +2
(
x2

k + y2
k −1

)2 ≤ 1

}
.

Für diese Ungleichung kann numerisch ermittelt werden,
welche Punkte des ZustandsraumsS Teil der MengeX p

k
sind. Anschaulich gesehen entstehtX p

k durch Projektion der

Bild 2: Der Schnitt der universellen Mannigfaltigkeit U* mit der pseu-
do-ellipsoidalen Menge Xp,*

k definiert die dargestellte, zweidimensio-
nale Submannigfaltigkeit im Hyperraum S*.

Bild 3: Die kompliziert geformte Menge Xp
k im Originalraum S. Sie

entspricht der Projektion der zweidimensionalen Submannigfaltigkeit,
die aus dem Schnitt von U* mit der pseudo-ellipsoidalen Menge Xp,*

k
resultiert, auf den Originalraum S.
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Schnittmenge vonU∗ undX p,∗
k , die in Bild 2 dargestellt ist,

auf den OriginalraumS, siehe Bild 3. �

3.3 Filterung im Hyperraum

Im Folgenden wird der Filterschritt des Hyperraumfilterver-
fahrens für nichtlineare Systeme mit additivem Rauschen
hergeleitet. Die Rauschprozesse in (2) seien für skalare
Messungen durch Intervalle zulässiger Werte fürvk und für
vektorielle Messungen durch ellipsoidale Mengen beschrie-
ben.

Für die Berechnung des Filterschrittes muss eine Transfor-
mation T (.) des ZustandsraumsS in den HyperraumS∗
derart gefunden werden, dass die Messgleichung (2) inS
in eine so genanntepseudo-lineareMessgleichung inS∗
übergeht. Diese stellt einelineare Beziehung zwischen den
transformierten Zuständenx∗

k und den transformierten Mes-
sungenz∗

k dar, nicht jedoch zwischen den Zuständenx k
und den Messungenzk im Originalraum S. Aus der Be-
dingung, dass die Messgleichung inS∗ in pseudo-linearer
Form vorliegen soll, ergibt sich die Dimension vonS∗ und
die Art der verwendeten FunktionenTi

(
x k

)
der Trans-

formation T
(
x k

)
. Kann keine exakte Transformation auf

eine lineare Messgleichung gefunden werden, so ist eine
Näherung mit konservativer Approximation der zusätzlich
durch die TransformationT (.) eingebrachten Approxima-
tionsfehlereT

(
x k

) ∈ RM erforderlich. Zur Herleitung der
TransformationT (.), die im Lx-dimensionalen RaumS∗
die N-dimensionale, universelle SubmannigfaltigkeitU∗
definiert, wird eine weitere, im Allgemeinen nichtlineare
Transformationη

k
(.) : RM → RLz auf beide Seiten der ge-

gebenen, nichtlinearen Messgleichung (2) angewendet, was
auf

η
k

(
zk −v k

) = η
k

(
hk

(
x k

))
(9)

führt. Die Transformation η
k
(.) definiert dabei eine

M-dimensionale SubmannigfaltigkeitW∗ in einem Lz-
dimensionalen HyperraumT∗ = RLz. Aus dieser Transfor-
mation ergeben sichnichtlineare Nebenbedingungenfür das
Ergebnis des Filterschrittes. Um diese Nebenbedingungen
in die Berechnung des Filterschrittes im HyperraumS∗ ein-
zubringen, wird die linke Seite der Gleichung (9) exakt in
eine affine Funktion des in den Hyperraum transformierten
Messrauschens̄v∗

k gemäß

η
k

(
zk −v k

) = z∗
k −G∗

kv̄
∗
k︸ ︷︷ ︸

v∗
k

(10)

überführt. Dabei istz∗
k ∈ RLz die transformierte Messung

im HyperraumS∗, welche nicht vonv̄∗
k abhängt. Das mit

G∗
k transformierte Messrauschen kann zu einem Messrau-

schenv∗
k

(
zk

) = G∗
k

(
zk

)
v̄

∗
k zusammengefasst werden, wel-

ches wieG∗
k

(
zk

)
eine Funktion der durchgeführten Mes-

sungzk ist. Die rechte Seite von (9) wird analog zu (10)
in eine pseudo-lineare Form gemäß

η
k

(
h k

(
x k

)) = H∗
kx∗

k (11)

mit transformiertem Zustandsvektorx∗
k ∈ S∗ und Lz × Lx

MessmatrixH∗
k erweitert. Im Allgemeinen ist die Erweite-

rung (11) nur näherungsweise möglich, das heißt

η
k

(
hk

(
x k

)) ≈ H∗
kx∗

k , (12)

und die entstehenden ApproximationsfehlereT,k

(
x k

) =
η

k

(
hk

(
xk

))−H∗
kx∗

k müssen konservativ abgeschätzt wer-
den. Aus (10) und (11) ergibt sich die pseudo-lineare Form
der nichtlinearen Messgleichung (2) im HyperraumS∗ zu

z∗
k = H∗

kx∗
k + v∗

k︸︷︷︸
G∗

k v̄∗
k

, (13)

wobei die MessmatrixH∗
k in S∗ eine lineare Beziehung

zwischen dem transformierten Zustandsvektorx∗
k und den

transformierten Messungenz∗
k beschreibt.

3.4 Filteralgorithmus für pseudo-ellipsoidale
Mengen

Im Falle der betrachteten, mengenbasierten Unsicherheits-
modellierung wird das lineare, mengenbasierte ellipsoidale
Filter [10] mit der transformierten, pseudo-linearen Mess-
gleichung (13) im HyperraumS∗ angewendet. Dadurch
wird im Originalraum eine konservative ApproximationXe

k
für die kompliziert geformte, wahre Menge aller mög-
lichen ZuständeX̃

e
k berechnet, die kompatibel mit der

Messung und der prioren SchätzungX p
k sind. Die ad-

ditiven Unsicherheitenv∗
k im HyperraumS∗ gemäß (13)

seien mengenbegrenzt, das heißtv∗
k ∈ Ṽ∗

k. Zur Anwendung
des Hyperraumfilters muss die wahre Menge der trans-
formierten MessunsicherheiteñVk durch eine ellipsoidale,
konservative Approximation abgeschätzt werden [5]. Diese
ellipsoidale, approximierende MengeV∗

k wird durch

V∗
k =

{
v∗

k : (v∗
k − v̂

∗
k

)T (
V∗

k

)−1 (
v∗

k − v̂
∗
k

) ≤ 1
}

(14)

beschrieben, wobeîv∗
k der Mittelpunktvektor vonV∗

k ist
und V∗

k eine positiv definite, symmetrische Matrix. Die
Anwendung der Filtergleichungen des linearen, mengenba-
sierten ellipsoidalen Filters [10] im HyperraumS∗ führt auf
eine pseudo-ellipsoidale MengeXe,∗

k in S∗ mit Mittelpunkt-
vektor

x̂e,∗
k = x̂p,∗

k +λ∗
kCp,∗

k

(
H∗

k

)T

×
{

V∗
k +λ∗

kH∗
kCp,∗

k

(
H∗

k

)T
}−1 (

z∗
k − v̂

∗
k −H∗

kx̂p,∗
k

)
(15)

und positiv definiter MatrixCe,∗
k gemäß

Ce,∗
k = d∗

k P∗
k ,

P∗
k = Cp,∗

k −λ∗
kCp,∗

k

(
H∗

k

)T
(16)

×
{

V∗
k +λ∗

kH∗
kCp,∗

k

(
H∗

k

)T
}−1

H∗
kCp,∗

k ,

wobeid∗
k durch

d∗
k = 1+λ∗

k −λ∗
k

(
z∗

k − v̂
∗
k −H∗

kx̂p,∗
k

)T

×
{

V∗
k +λ∗

kH∗
kCp,∗

k

(
H∗

k

)T
}−1 (

z∗
k − v̂

∗
k −H∗

kx̂p,∗
k

)
(17)
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gegeben ist. Der Fusionsparameterλ∗
k ∈ [0,∞) muss dabei

so gewählt werden, dass ein Maß für das Volumen der ap-
proximierenden MengeXe

k im Originalraum Sminimiert
wird. Für diese Berechnung muss im Allgemeinen auf nu-
merische Verfahren zur Auswertung eines Maßes für das
Volumen vonXe

k zurückgegriffen werden.

3.5 Lokalisierung im Falle nichtlinearer
Abstandsmessungen

Im Folgenden wird an einem einfachen Simulationsbei-
spiel gezeigt, wie das Problem der Lokalisierung mittels
nichtlinearer Abstandsmessungen auf ein Schätzproblem
zurückgeführt und mit dem vorgestellten, nichtlinearen Fil-
terverfahren im Hyperraum behandelt werden kann. Gege-
ben sei ein statischer BeobachterB (Bild 4) an der Stelle
x B,k = [0,5, 0]T , der zwei unsichere Abstandsmessungen
zu den bekannten LandmarkenL1 und L2 an den Positi-
onenxLl

= [xLl , yLl ]T , l = 1, 2 durchführt. Diese Messun-
gen werden durch die Gleichungen

z1,k = (
xB,k − xL1

)2 + (
yB,k − yL1

)2 +v1,k , (18)

z2,k = (
xB,k − xL2

)2 + (
yB,k − yL2

)2 +v2,k ,

mit zl,k = d2
l , l = 1, 2 beschrieben, wobeivl,k additives,

mengenbegrenztes Messrauschen ist. Eine priore Schätzung
für die Lage von B sei durch die MengeX p

B,k gege-
ben, siehe Bild 4. Die wahre Position des Beobachters
x B,k ist wie für die mengenbasierte Filterung erforderlich
in X p

B,k enthalten. Der Schwerpunkt vonX p
B,k wird da-

bei ohne Beschränkung der Allgemeinheit des Beispiels
zu [0, 0]T gewählt. Für die Anwendung des Hyperraum-
filters werden die Abstandsmessgleichungen (18) sepa-
rat gemäß dem in Abschnitt 3.3 beschriebenen Verfah-
ren in einenLx = 4–dimensionalen HyperraumS∗ erwei-

Bild 4: Ausgangssituation: Ein Beobachter B mit geschätzter, priorer
Menge aller möglichen Lagen Xp

B, k führt zwei Abstandsmessungen d1
und d2 zu den Landmarken L1 und L2 durch.

Bild 5: Geschätzte Menge X e
B, k aller möglichen Lagen von B nach

Durchführung des nichtlinearen Filterschrittes mit dem Hyperraumfil-
terverfahren. Bitte beachten Sie: Die Menge X e

B, k besteht, wie erwar-
tet, aus zwei disjunkten Teilmengen. Eine Modellierung durch einfa-
che, ellipsoidale Mengen wäre daher nicht angemessen.

tert, wobei die nichtlineare Transformationη
k
(.) als die

Einheitsabbildungη
k
(z) = z gewählt wird. Die Wahl ei-

nes höherdimensionalen HyperraumsS∗ ergibt noch bes-
sere Approximationen für das optimale Filterergebnis. Mit
η

k
(z) = z folgt der transformierte Zustandsvektorx∗

B,k =
[xB,k, yB,k, x2

B,k, y2
B,k]T und die zugehörigen Messmatrizen

H∗
l,k = [−2xLl , −2yLl , 1, 1]T, l = 1, 2.

Die zwei unsicherheitsbehafteten Messungen seien als
d1 = 0,5, d2 = 1,2 mit zugehörigen Unsicherheitenv∗

1,k ∈
[−0,09, 0,11], v∗

2,k ∈ [−0,23, 0,25] gegeben. Nach Durch-
führung der beiden Filterschritte gemäß (15), (16), (17) und
Rücktransformation der resultierenden, pseudo-ellipsoida-
len MengeXe,∗

B,k in den OriginalraumS ergibt sich die in
Bild 5 dargestellte SchätzungXe

B,k für die Lage des Beob-
achters. Die wahre Lage vonB entspricht nicht dem
Schnittpunkt der eingezeichneten Messungend1, d2, da die-
se mit Fehlern behaftet sind. Die Unsicherheitenv1

1,k, v2
2,k

korrespondieren dabei mit einer Unsicherheit von 0,1 in der
gemessenen Entfernung, wie in Bild 4 ersichtlich ist. Man
erkennt an Hand der eingezeichneten Abstandsmessungen
d1, d2, dassXe

B,k eine gute Approximation für die wahre
Menge X̃

e
B,k darstellt. Die Fläche der geschätzten Menge

Xe
B,k beträgt Ae ≈ 0,137, die Fläche der exakten Menge

aller möglichen BeobachterpositionenX̃
e
B,k ist Ã ≈ 0,085.

4 Experimentelle Validierung

4.1 Lokalisierung im Falle relativer
Winkelmessungen

Zur experimentellen Validierung des vorgestellten Verfah-
rens wird das Problem der Lokalisierung eines mobilen
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Roboters im Falle reiner Winkelmessungen betrachtet [5].
Die Behandlung dieses Problems mit Hilfe des vorgestell-
ten Hyperraumfilterverfahrens erfolgt in zwei Schritten. Im
ersten Schritt wird das Problem der Lokalisierung mittels
Winkelmessungen auf die Lokalisierung mittelsrelativer
Winkelmessungen zurückgeführt [4]. Es wird ein ebenes
Lokalisierungsproblem betrachtet, das heißt die Position
des Roboters ist durchx k = [xk, yk]T gegeben. Die relati-
ven Winkelmessungen̂γ i, j

k zu je zwei LandmarkenLi , Lj

in der Umgebung des Roboters sind per Definition invariant
gegenüber der Rotationψk des Roboters. Durch jede die-
ser unsicherheitsbehafteten, relativen Winkelmessungenγ̂

i, j
k

wird eine sichelförmige MengeM̃
(i, j)
k möglicher Positi-

onen x R definiert, in welcher sich der Roboter garantiert
befindet, wenn die Annahmen über die Messunsicherheiten
korrekt sind. In Bild 9 ist grau schraffiert die MengẽM

(1,2)

k
dargestellt, welche sich durch eine relative Winkelmessung
γ̂

1,2
k zu den beiden auf derx-Achse befindlichen Landmar-

ken ergibt.

In einem zweiten Schritt wird zur Anwendung des nicht-
linearen Hyperraumfilters eineexakteTransformation der
Messgleichung zur Beschreibung relativer Winkelmessun-
gen in eine systemtheoretische Darstellung gemäß (2)
durchgeführt [5]. Durch das Hyperraumfilterverfahren wird
rekusiv eine enge, konservative Approximation für die
wahre MengeX̃k möglicher Roboterpositionen berech-
net. Für die vorgestellten experimentellen Untersuchungen
wurde die Transformationη

k
(z) = [z, z2]T auf die trans-

formierte Messgleichung angewendet und ein Verfahren
zur Berechnung einer optimierten ApproximationVk für
die transformierte MessunsicherheitṼk verwendet [4; 5].
Durch Anwendung der Transformationη

k
(.) ergibt sich ein

8-dimensionaler transformierter Zustandsvektorx∗
k.

Die Orientierungψk des Roboters kann dann in einem
Folgeschritt direkt mit der geschätzten Positionx̂e

R,k und
den gemessenen Winkeln ermittelt werden [10], was hier
jedoch nicht betrachtet wird. Des Weiteren wird vorausge-
setzt, dass die Unsicherheit in der Position der Landmarken
und damit im gegebenen Weltmodell vernachlässigbar ge-
genüber den Unsicherheiten in den Messungen ist. Ferner
sei die Zuordnung der Messungen zu den Landmarken in
der Umgebung vorab bestimmt worden [10].

4.2 Ergebnis des Lokalisierungsexperiments

Bild 6 zeigt den für die Experimente verwendeten mobilen
Roboter ROMAN II, der am Lehrstuhl für Steuerungs- und
Regelungstechnik der Technischen Universität München im
Rahmen des durch die Bayerische Forschungsstiftung ge-
förderten Projektes DIROKOL1 entwickelt wurde.

Er verfügt als externe Sensorik über einen omnidirektiona-
len Lokalisierungssensor auf Basis einer Digitalkamera mit
IEEE 1394-Interface. Mit diesem Sensor werden unter Ver-
wendung eines schnellen Kreuzkorrelationsalgorithmus [3]

1 DIROKOL steht für ,,Dienstleistungsroboter in kostengünstiger Leicht-
bauweise für die Pflege“.

Bild 6: Experiment zur Lokalisierung im Falle relativer Winkelmessun-
gen: Der mobile Serviceroboter ROMAN II in seiner Einsatzumgebung.

absolute Winkelmessungenzk = [α1
k, . . . , α

K
k ]T zu bekann-

ten natürlichen und künstlichen, passiven LandmarkenLi ,
i = 1 . . . K in der Umgebung bestimmt. Natürliche Land-
marken sind in der Umgebung vorhandene, kontrastreiche
Strukturen mit bekannter Position. Als künstliche Landmar-
ken werden Retroreflektoren verwendet, die sich auch bei
schlechten Lichtverhältnissen robust detektieren lassen, da
sie aktiv durch den Lokalisierungssensor beleuchtet werden
können. Der Roboter, in Bild 7 mitR gekennzeichnet, be-
findet sich an der Positionx k = [3,78 m, 1,50 m]T in seiner
prototypischen Versuchsumgebung. An dieser Stelle misst
er Winkelαi , i = 1 . . .6 zu K = 6 von insgesamt 10 künst-
lichen Landmarken in der Umgebung. Die Lokalisierung
des Roboters wurde offline mittels der aufgenommenen
Winkelmessungen berechnet.

Aus den absoluten Winkelmessungenαi , i = 1 . . .6 wer-
den die relativen Winkelγ̂ i, j

k berechnet. Für die priore
LageschätzungX p

k wird eine Menge angenommen, die
kein Vorwissen über die Roboterposition verwendet, siehe
Bild 7. Sukzessive Anwendung der Filtergleichungen (15),
(16) für jedes Paar(i , j) von LandmarkenLi , Lj ergibt
die gewünschte Schätzunĝxe,R

k der Position des Robo-
ters zusammen mit der Menge aller möglichen Positionen
Xe

k, die kompatibel mit den durchgeführten Messungen
sind. Um diese Größen zu berechnen, wird die pseudo-
ellipsoidale MengeXe,∗

k gemäß (5) auf einer zweidimensio-
nalen MannigfaltigkeitU∗ ausgewertet, wobeiU∗ in dem
Lx = 8-dimensionalen HyperraumS∗ durch die nichtlineare

421



at 9/2005 METHODEN

Bild 7: Lokalisierung mit relativen Winkelmessungen im Falle einer
mengenbasierten Unsicherheitsbeschreibung: Der mobile Roboter R
führt Winkelmessungen zu sechs Landmarken Li in seiner Umgebung
durch. Ergebnis der Schätzung nach dem ersten Filterschritt.

TransformationT (.) gemäß (3) definiert ist. Daraus er-
gibt sich eine implizite, polynomiale Beschreibung achter
Ordnung für die MengeXe

k im OriginalraumS. Aus die-
ser impliziten Beschreibung können charakteristische Werte
von Xe

k, wie die Begrenzung der Menge oder der Flächen-
schwerpunkt, numerisch mit Hilfe einer Rücktransforma-
tion in den OriginalraumS berechnet werden.

Bild 8: Experiment: Lokalisierung eines mobilen Roboters R mit rela-
tiven Winkelmessungen im Falle einer mengenbasierter Unsicherheits-
beschreibung. Ergebnis der Schätzung nach Fusion aller Messungen.

Das Ergebnis in Bild 9 zeigt, dass die wahre Menge
M̃

(1,2)

k sehr genau approximiert wird. Eine Approximation
von M̃

(1,2)

k mit Ellipsoiden oder achsenparallelen Recht-
ecken [9] wäre erheblich konservativer als die berech-
nete MengeXe,(1,2)

k . Bild 8 und der vergrößerte Ausschnitt
Bild 10 zeigen das Endergebnis der Filterung, nachdem alle
Messungen̂γ i, j

k berücksichtigt wurden. Die wahre Roboter-

position x̃k liegt in der SchnittmengẽX
M
k aller durch die

Messungen definierten MengeñM
i, j
k . Man erkennt, dass

durch den vorgeschlagenen Algorithmus eine enge kon-
servative ApproximationXe

k für diese wahre Menge aller

möglichen RoboterpositioneñX
e
k = X̃M

k berechnet wurde.
Die wahre Roboterpositioñxk ist garantiert inXe

k enthalten,
wenn die gemessenen Winkel sich innerhalb der angenom-
menen Unsicherheitsintervalle befinden.

Bild 9: Vergrößerter Ausschnitt von Bild 7: Exakte, durch die Messung
definierte Menge M̃

1, 2
k möglicher Positionen des Roboters R und das

Ergebnis der Schätzung nach dem ersten Filterschritt.

Bild 10: Vergrößerter Ausschnitt von Bild 8: Positionsschätzung X e
k

und die wahre Menge aller möglichen Roboterpositionen X̃
e
k nach Fu-

sion aller Messungen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde ein neuartiges, nichtlineares Filter-
verfahren und dessen Anwendung zur Behandlung von Lo-
kalisierungsproblemen vorgestellt. DieKernideedes Filter-
verfahrens besteht darin, das gegebene, nichtlineare Filter-
problem in einen höherdimensionalen Zustandsraum zu
transformieren, in welchem dann einlinearesFilterverfah-
ren zur Lösung des gegebenen Problems verwendet wird.

Der Vorteil des vorgestellten Verfahrens gegenüber häufig
verwendeten, linearisierenden Filterverfahren wie demEKF
[15] oder dem mengenbasierten Ellipsoidfilter [7] ist, dass
das resultierende Filterergebnis des neuen Verfahrens eine
bessere Approximation der theoretisch optimalen, aber in
der Regel nicht geschlossen berechenbaren Lösung ist. Im
Filterschritt ermöglicht das Verfahren darüber hinaus die
geschlossen analytische Berechnung dieses Filterergebnis-
ses für Systeme mit nichtlinearer Messgleichung. Dadurch
ist der erforderliche Rechenaufwand im Vergleich zu Ver-
fahren, die auf einer Diskretisierung des Zustandsraums
basieren, wie den bekannten gitterbasierten Verfahren [2]
oder den Partikelfiltern [20] im Allgemeinen erheblich ge-
ringer. Für die Berechnung des Prädiktionsschrittes muss
bisher allerdings noch auf iterative Verfahren zurückge-
griffen werden, die mit einem erhöhten Rechenaufwand
verbunden sind [5].

Die Leistungsfähigkeit des vorgestellten Verfahrens wurde
am Beispiel eines Lokalisierungsproblems im Falle nicht-
linearer Abstandsmessungen und Experimenten zur Lokali-
sierung eines mobilen Roboters mittels reiner Winkelmes-
sungen demonstriert.
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Computer nach dem Vorbild der Natur. 
Ein Konzen trat des aktuellen Basiswissens 
zu diesem Thema.
Das Buch bietet eine umfassende und systema-
tische Einführung in das interdisziplinär geprägte 
Wissensgebiet des DNA-Computing einschließlich 
seiner mathematischen wie auch molekularbio-
logischen Grundlagen. Im Zentrum des DNA-Com-
puting stehen biologische Rechner, bei denen 
organische Moleküle als Speichermedium dienen 
und Rechenoperationen durch geeignete mole-
kularbiologische und biochemische Prozesse im 
Reagenzglas ausgeführt werden. Algorithmen, 
die DNA-basiert konstruiert sind, nutzen eine 
massive Datenparallelität, die es ermöglicht, mit 
DNA-Computern Leistungsparameter zu erreichen, 
die einen Vergleich zu bekannter elektronischer 
Rechentechnik herausfordern. Bereits heute exis-
tiert eine Vielzahl interessanter praktischer Anwen-
dungsfelder, deren Kommerzialisierung schon 
begonnen hat. Neben der Vermittlung von Basis-
wissen zum DNA-Computing werden Modelle, 
Methoden und Techniken vorgestellt, die eine 
Realisierung im Labor vorbereiten. Einen Schwer-
punkt bildet die labornahe Simulation von 
Prozessen des DNA-Computing. 

„Eine gute Mischung aus theoretischen Grundlagen 
und praxisrelevanten Ausführungen. Ein ausge-
zeichneter Einstiegspunkt für alle, die sich mit der 
faszinierenden Welt des DNA-Computing vertraut 
machen wollen.“ 
Sergei Sawitzki
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