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XIV

Lokalisierung eines mobilen Roboters

mittels e�zienter Auswertung von Sensordaten

und mengenbasierter Zustandssch�atzung

Diese Arbeit beschreibt ein integriertes Verfahren zur Initialisierung und rekursiven
St�utzung der Sch�atzung der Lage eines mobilen Roboters mit Hilfe eines bordeigenen Mul-
tisensorsystems. Es werden zwei Typen von Geometriesensoren zur Vermessung von Um-
weltmerkmalen betrachtet: Reine Winkelme�systeme sowie Distanzsensor{Arrays beliebiger
Geometrie. F�ur beide Sensortypen werden geschlossene L�osungen zur Bestimmung der Robo-
terlage bez�uglich der Umweltmerkmale entwickelt. Die Ber�ucksichtigung von sowohl Me�feh-
lern als auch Unsicherheiten der Lage der Umweltmerkmale ist dabei integraler L�osungsbe-
standteil. Zur Fusion der Daten verschiedener Sensoren wird ein mengenbasiertes, dezentra-
les Fusionsschema verwendet. Hierzu wird ein neuer L�osungsformalismus f�ur ellipsoidf�ormige
Mengen vorgestellt, welcher zu nichtlinearen Sch�atzalgorithmen f�uhrt, die eine unkomplizier-
te Behandlung von systematischen und korrelierten Unsicherheiten erlauben und durch ihre
kompakte Form Echtzeitanforderungen gen�ugen. Die Pr�azision, Robustheit und Langzeit-
stabilit�at des vorgeschlagenen Verfahrens wurde mit dem omnidirektionalen Serviceroboter
ROMAN durch t�aglichen Dauereinsatz und in Langstreckenexperimenten mit mehr als einem
Kilometer Fahrtstrecke bei Geschwindigkeiten von bis zu 1 m/s nachgewiesen.

Mobile Robot Localization

Based on E�cient Processing of Sensor Data

and Set{theoretic State Estimation

This thesis proposes an integrated approach for initialization and recursive estimation
of the posture of a mobile robot based on data from an onboard multisensor system. For
locating environmental features used as landmarks, two types of geometry sensors are con-
sidered: Angle measurement devices and range sensor arrays with an arbitrary geometry.
For both sensing principles e�cient closed{form solutions are derived for calculating the
robot posture with respect to the landmarks. These solutions include the consideration of
both measurement errors and landmark position uncertainties as an integral part. Fusing
data from di�erent sensors is done by a set{theoretic decentralized fusion scheme. For that
purpose, a new solution framework for ellipsoidal sets is given, which leads to nonlinear esti-
mators, that allow the uncomplicated treatment of systematic and correlated uncertainties.
The compact form of the resulting estimators guarantees real{time capabilities. Accuracy,
robustness, and long term stability of the proposed approach have been demonstrated by
means of a prototype implementation that is used to navigate the omnidirectional mobile
service robot ROMAN on a day{by{day basis. Experiments include long range navigation
with path lengths of more than one kilometer and velocities of up to 1 m/sec.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

In den n�achsten Jahren wird sich die Anwendung frei navigierender Serviceroboter verst�arkt
auf nichtindustrielle Bereiche ausdehnen. Als typische Einsatzgebiete sind dabei Innenr�aume
wie B�uros, Laboratorien und Krankenh�auser zu sehen. Dort k�onnen Serviceroboter einfache
Routinet�atigkeiten �ubernehmen [121]. Hierzu geh�oren der Transport von Kleinteilen wie Post,
B�ucher und Geschirr, einfache Aufr�aumarbeiten und �achendeckende Bearbeitungen wie z.B.
die Bodenreinigung. Zur Durchf�uhrung dieser Aufgaben ist eine ausreichend genaue Lokali-
sierung des mobilen Roboters, d.h. die Sch�atzung seiner Lage (Position und Orientierung),
notwendig.

Weiterhin mu� der Roboter in teilweise engr�aumiger Umgebung direkt Einu� auf seine
Umwelt nehmen, z.B. T�uren �o�nen und Gegenst�ande bewegen, was neben einer Manipulati-
onskomponente auch eine hohe Beweglichkeit des Roboters erfordert. Dies f�uhrt zu besonde-
ren Fahrwerkskonstruktionen mit geringen Radabst�anden, die komplexe Man�over und abrup-
te Fahrtrichtungswechsel erlauben. Eine inkrementelle Lagesch�atzung durch Fortschreibung
einer bekannten Anfangslage mit Hilfe von Odometriesensoren ist deshalb ungenau und we-
gen der rasch akkumulierenden Lagefehler nicht f�ur die in Serviceaufgaben typischen langen
Wegstrecken geeignet. Zur Gew�ahrleistung von Langzeitstabilit�at mu� die Lage des Roboters
daher entweder von einem externen Sensor vermessen werden oder der Roboter mu� von Zeit
zu Zeit Umweltmerkmale mit bordeigenen Sensoren vermessen, um seine Lage zu bestimmen.
Die erste M�oglichkeit l�a�t sich nur f�ur streng begrenzte Arbeitsr�aume realisieren und erfor-
dert au�erdem eine unterbrechungsfreie Kommunikation zwischen dem Roboter und dem
externen Sensor. Die zweite M�oglichkeit ist daher f�ur die Lokalisierung von Servicerobotern
besser geeignet.

Dar�uberhinaus ist eine Trennung der Arbeitsr�aume von Roboter und Mensch bei den
obengenannten Serviceaufgaben nicht m�oglich. Das bedeutet auf der einen Seite, da� der
Roboter die dadurch entstehenden Unw�agbarkeiten ber�ucksichtigen mu�; auf der anderen
Seite mu� eine Gef�ahrdung des Menschen durch den Roboter sicher ausgeschlossen werden,
der Roboter darf nicht

"
au�er Kontrolle\ geraten. Eine Lokalisierungseinrichtung mu� ihre

Aufgabe daher zuverl�assig erf�ullen.

1.2 Anforderungen und Ziele

Der Erfolg von Servicerobotern in den oben beschriebenen neuen Anwendungsfeldern wird
entscheidend von der Verf�ugbarkeit geeigneter Lokalisierungseinrichtungen abh�angen. Diese
sollten auf einfachen, bordeigenen Sensoren basieren, die sich zur preiswerten Massenferti-
gung eignen. Einschr�ankungen gegen�uber komplexen Sensoren wie eine reduzierte Informa-
tionsdichte, Fertigungstoleranzen und mangelhafte Kalibrierung m�ussen durch den Einsatz
mehrerer Sensoren, eine intelligente Me�wertaufnahme und eine ad�aquate Signalverarbeitung



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

kompensiert werden. Ein geeigneter Algorithmus zur Lokalisierung mu� also die Me�wertauf-
nahme in Abh�angigkeit von der Umgebungssituation steuern, die Daten mehrerer Sensoren
kombinieren und den maximalen Informationsgehalt der Sensordaten zur Lagebestimmung
nutzen.

Die Lagesch�atzung mu� zun�achst initialisiert werden, was nicht nur zu Beginn einer Ser-
viceaufgabe, sondern auch nach einem Systemneustart oder bei zu gro�en Abweichungen
zwischen gesch�atzter und tats�achlicher Lage notwendig ist. W�ahrend der Fahrt mu� dann
eine st�andige, schritthaltende Lokalisierung durchgef�uhrt werden, wobei zu beachten ist, da�
die verwendeten Serviceroboter h�ohere Geschwindigkeiten als ihre industriellen Vorl�aufer
erreichen. Das Lokalisierungsverfahren sollte dabei auch �uber lange Strecken ohne Zwischen-
stops mit ausreichender Genauigkeit stabil arbeiten. Beim �O�nen einer T�ur oder bei der
Bodenreinigung mit �uberlappenden Spuren sind maximale Abweichungen von �5 cm in der
Position und �1o in der Orientierung zwischen der tats�achlichen und der gesch�atzten La-
ge zu fordern. Beim Durchqueren von Fluren sind aber Abweichungen von �10 cm in der
Position und �2o in der Orientierung durchaus tolerierbar. Die Redundanz in den vorhan-
denen Landmarken sollte aber so hoch sein, da� diese Werte auch eingehalten werden, wenn
es durch im Arbeitsraum be�ndliche Personen zu St�orungen des Me�vorgangs oder Land-
markenverdeckungen kommt. Au�erdem soll das Lokalisierungsverfahren auch bei reaktiven
Fahrman�overn, wie z.B. abrupten Ausweichman�overn, nicht divergieren. Kommt es dennoch
zu nicht tolerierbaren Abweichungen, so sollte dies vom Roboter selbst detektiert werden, zu
einer kurzzeitigen Unterbrechung der Serviceaufgabe und zu einer Neuinitialisierung f�uhren.

Zur Lokalisierung mit bordeigenen Sensoren m�ussen in der Umgebung Strukturen vor-
handen sein, welche als Landmarken zur Lokalisierung verwendet werden k�onnen. Hierbei
kann es sich um nat�urlich vorhandene Strukturen wie W�ande und Mobiliar handeln; reichen
diese nicht aus, sind auch zus�atzliche k�unstliche Landmarken denkbar.

Der Roboter sollte automatisch die zur Lokalisierung am besten geeigneten Landmar-
ken ausw�ahlen und passende Sensoren zu deren Vermessung verwenden. Bei der Erstellung
der dazu notwendigen Umweltkarte kommt es zu unvermeidbaren Unsicherheiten in den
Landmarkenlagen. Diese sollten zusammen mit den Me�unsicherheiten bei der Lokalisierung
ber�ucksichtigt werden, um die Unsicherheit der Roboterlagesch�atzung auf der einen Seite zu
minimieren, aber auf der anderen Seite auch m�oglichst realit�atsnah zu quanti�zieren. Diese
realit�atsnahe Angabe der Unsicherheit der Lagesch�atzung ist wichtig f�ur 1. die Bestimmung
der Korrespondenz von Me�werten zu Landmarken, 2. die Fusion von Daten unterschied-
licher Sensoren und 3. die Entscheidung, ob die aktuelle Genauigkeit f�ur den Vollzug der
Serviceaufgabe ausreicht.

Ziel dieser Arbeit ist es also, Algorithmen zur e�zienten Verarbeitung der Daten von
Sensoren geringer Komplexit�at unter Ber�ucksichtigung der typischen Unsicherheiten zu ent-
wickeln. Au�erdem ist ein Formalismus f�ur die Fusion der Daten verschiedener Sensoren zu
entwerfen, der eine unkomplizierte Behandlung von korrelierten und systematischen Fehlern
erlaubt, aber trotzdem zu leicht implementierbaren und echtzeitf�ahigen Algorithmen f�uhrt.
Auf dieser Grundlage soll dann ein integriertes Verfahren zur Initialisierung und rekursiven
St�utzung der Sch�atzung der Lage eines in der Ebene beweglichen mobilen Roboters mit Hilfe
eines bordeigenen Multisensorsystems entworfen und auf einem realen Roboter implemen-
tiert werden. Im Rahmen von Serviceaufgaben sollen die f�ur den Alltagsbetrieb notwendigen,
harten Anforderungen erf�ullt werden, so da� das entwickelte Verfahren als Grundbaustein
f�ur sp�atere Serienprodukte dienen kann.
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1.3 Stand der Technik und Beitrag dieser Arbeit

Im folgenden wird kurz auf die einschl�agige Literatur eingegangen. Detaillierte Ausf�uhrungen
zum Stand der Technik �nden sich in Abschnitt 4.1.2, in Abschnitt 4.2.2 und in Abschnitt
2.1.

Die Lokalisierung stellt immer noch eines der Hauptprobleme beim Einsatz mobiler Robo-
ter dar. Einige der in der Literatur beschriebenen Verfahren �nden nur geringe Verbreitung,
da sie zu komplexe Sensoraufbauten ben�otigen. Hier sind zum einen technisch aufwendige
Sensoren wie z.B. Laserentfernungssensoren und zum anderen externe Einrichtungen zur La-
gebestimmung zu nennen. Viele Verfahren gehen von Voraussetzungen aus, welche in Simu-
lationen oder unter Laborbedingungen, nicht aber in realen Situationen gegeben sind. Hierzu
geh�ort vor allem die Vernachl�assigung systematischer Fehler und korrelierter St�orgr�o�en [24]
sowie die Annahme exakt bekannter Landmarken. Weiterhin gibt es Verfahren, welche auf-
grund ihrer iterativen Natur oder ihrer Komplexit�at nicht zur schritthaltenden Lokalisierung
geeignet sind [13]. In dieser Arbeit liegt deshalb der Schwerpunkt auf einer intelligenten Sen-
sordatenverarbeitung auf der Basis analytischer Verfahren, so da� eine zuverl�assige Lokalisie-
rung auch mit einem einfachen, bordeigenen Multisensorsystem m�oglich ist. Neben Sensoren
zur inkrementellen Bestimmung der Lage�anderungen des Roboters werden Geometriesen-
soren zur Vermessung von bestimmten Umweltmerkmalen eingesetzt, welche als Landmar-
ken verwendet werden. Hierbei werden zwei Typen von Geometriesensoren betrachtet, die
sich durch einen einfachen Aufbau und einen niedrigen Preis auszeichnen: 1. Laserbasierte
Winkelme�systeme sowie 2. Ultraschallsensor{Arrays beliebiger Geometrie [111].

Zur Lokalisierung durch Messung von Winkeln zu bekannten Landmarken exi-
stiert f�ur den Fall von drei Marken eine geschlossene L�osung, die in [23, 30] Verwendung
�ndet. Zur Nutzung der Redundanz f�ur den Fall von N > 3 Landmarken wird in [28] ein
heuristisches Verfahren zur Auswahl der

"
besten\ drei Landmarken vorgestellt. Andere Au-

toren schlagen die Mittelung aller m�oglichen Tripel{L�osungen vor oder verwenden iterative
L�osungsverfahren [21]. In [22] wird eine geschlossene L�osung vorgestellt, welche zun�achst
N Zwischengr�o�en aus N(N � 1) Gleichungen ermittelt und aus diesen Zwischengr�o�en
anschlie�end die Roboterposition bestimmt. Unsicherheiten werden nicht ber�ucksichtigt.

Ein etwas anderer Ansatz wurde in [2, 3] gew�ahlt, wo Landmarken von zwei Sensoren
vermessen werden und damit eine Triangulation m�oglich ist. Es stellt sich damit das Stereo{
Korrespondenzproblem, welches durch die Verwendung einer verschiebbaren Kamera und der
damit m�oglichen Verfolgung der Landmarken gel�ost wird. Dadurch war bei der Lokalisierung
eines mobilen Roboters allerdings bisher nur ein Stop{and{Go{Betrieb m�oglich.

Hier wird ein neuer Algorithmus zur Bestimmung der Roboterposition und Orientierung
aus N Winkelmessungen zu bekannten Landmarken vorgestellt, welcher aus N � 1 bzw.
N linearen Gleichungen besteht [116]. Aufgrund der Linearit�at in der gesuchten Lage l�a�t
sich dieses Gleichungssystem schnell und zuverl�assig l�osen. Dar�uberhinaus h�angt die Anzahl
der zu l�osenden Gleichungen nur linear von der Landmarkenanzahl ab. Somit sind auch
Probleme realistischer Gr�o�e mit geringem Aufwand zu behandeln. Da bei der Herleitung
des Gleichungssystems keinerlei Approximationen erforderlich sind, resultiert eine pr�azise
Lagesch�atzung.

Zur Lagebestimmung mit Hilfe des zweiten Me�prinzips, d.h. mit Ultraschall-

sensoren, werden diese von den meisten Autoren einzeln ausgewertet [1, 6, 7, 8, 16], wodurch
das Potential dieser Sensoren nicht ausgesch�opft wird. Eine entscheidende Verbesserung er-
gibt sich bei Verwendung von Ultraschallsensor{Arrays. Zur Lokalisierung von Landmarken
mit einfachen Array{Geometrien und wenigen Sensoren �nden sich geschlossene L�osungen in
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[32, 33, 46, 47, 48, 53, 54, 58, 59, 60, 62]. F�ur den Fall vieler Sensoren werden in [49] rasterba-
sierte Pulsholographie{Verfahren vorgeschlagen, wobei allerdings der damit verbundene Re-
chenaufwand sehr hoch ist. Analytische L�osungen f�ur das Lokalisierungsproblem verwenden
h�au�g eine Fernfeldapproximation [57], was jedoch insbesondere in engr�aumiger Umgebung
zu ungenau ist. Auf der anderen Seite f�uhrt die direkte L�osung der exakten nichtlinearen
Me�gleichungen im Sinne der kleinsten Quadrate f�ur ein Array beliebiger Geometrie auf ein
iteratives Optimierungsverfahren, was f�ur die meisten Applikationen nicht w�unschenswert ist.
Zudem werden die in einer realen Situation auftretenden Me�fehler in den meisten Ans�atzen
nicht oder nur in stark vereinfachter Form ber�ucksichtigt. In der vorliegenden Arbeit wird
durch Transformation der Me�gleichungen eine exakte, e�ektive L�osung f�ur die Lokalisierung
von Umweltmerkmalen mit einem Ultraschallsensor{Array mit beliebiger Sensoranzahl und
Geometrie hergeleitet [118].

F�ur beide Sensorprinzipien, Winkelme�systeme und Ultraschallsensor{Arrays, werden
sowohl Me�fehler als auch Unsicherheiten der Lage der Landmarken als integraler Bestandteil
der Lokalisierungsalgorithmen ber�ucksichtigt.

Die Initialisierung der Lagesch�atzung wird bei vielen Untersuchungen ausgeklam-
mert und eine gen�ugend genaue Anfangslage vorausgesetzt [7, 8, 14, 20, 21]. Das Problem
der Bestimmung der Korrespondenz von Messungen und Landmarken wird dadurch umgan-
gen. Hier wird auf der Grundlage der neuen Lokalisierungsalgorithmen ein schnelles Ver-
fahren zur Korrespondenz�ndung, d.h. zur Zuordnung von Me�werten zu Landmarken, ent-
wickelt, welches Landmarkenverdeckungen und im Gegensatz zu [23, 26] auch Fehlmessungen
toleriert.

Zur schritthaltenden Lokalisierung w�ahrend der Fahrt werden h�au�g von der aktuellen
Situation unabh�angige Verfahren zur Me�wertaufnahme [7, 8, 16, 37], d.h. Sensoren mit einer
vorab festgelegten Me�sequenz, eingesetzt. Damit bleibt die aus vorangegangenen Messun-
gen gewonnene Lagesch�atzung und damit die Information aus einem Umweltmodell bei der
Vermessung von Umweltmerkmalen ungenutzt. Im Gegensatz dazu werden in [9, 10] �ortliche
und zeitliche Stetigkeitsbedingungen genutzt, um ein Fahrzeug mit Hilfe eines Bildverar-
beitungssystems bei hoher Geschwindigkeit entlang einer Stra�e zu f�uhren. Diese Qualit�at
wird erreicht, indem mit Hilfe eines Systemmodells interessante Merkmale pr�adiziert werden,
die dann eine intelligente Fokussierung der verf�ugbaren Verarbeitungsleistung auf sinnvolle
Bildbereiche erm�oglichen.

Diese Idee wird auch in der vorliegenden Arbeit genutzt, um eine rekursive St�utzung
der Lagesch�atzung durchzuf�uhren: Durch Merkmalspr�adiktion mit Hilfe von Sensoren
zur inkrementellen Lagesch�atzung werden die verf�ugbaren Geometriesensoren auf n�utzliche
Merkmale optimal ausgerichtet und au�erdemMe�werthypothesen gebildet. Dadurch k�onnen
zum einen Ausrei�er leicht eliminiert werden, so da� die Me�wertaufnahme st�orunanf�alli-
ger wird. Zum anderen k�onnen Mehrdeutigkeiten im Me�proze� aufgel�ost werden, so da�
die nachfolgende Sensordatenverarbeitung schneller wird. Damit werden also die begrenz-
ten Me�{ und Verarbeitungsressourcen im Sinne einer zuverl�assigen Lokalisierung optimal
genutzt.

Zur Verrechnung der Daten verschiedener Sensoren werden �ublicherweise statistisch mo-
tivierte Ans�atze wie Kalman{Filterung verwendet [7, 8, 16, 14, 20, 24]. Aus Komplexit�ats-
gr�unden [72] werden dabei meist systematische und korrelierte Fehler vernachl�assigt [6, 16].
Als Alternative zu statistischen Ans�atzen bei der Lokalisierung von mobilen Robotern ha-
ben sich z.B. in [2, 3, 89] mengenbasierte Verfahren bew�ahrt, welche auf Intervallrechnung
beruhen. Auch in dieser Arbeit wird ein mengenbasiertes Fusionsschema verwendet, wobei
aber nicht Intervallen, d.h. komponentenweisen Grenzen, sondern Ellipsoide zur Eingrenzung
von L�osungsmengen [80, 81, 88, 96, 97, 98, 100] verwendet werden. Dieses Vorgehen erlaubt
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zum einen die Ber�ucksichtigung von Korrelationen zwischen den gesch�atzten Gr�o�en und ist
zum anderen unabh�angig von der Wahl der Bezugskoordinatensysteme. Zur Fusion wird ein
neuer Formalismus vorgestellt, welcher die Algorithmen in [98] f�ur beliebige Dimensionen
generalisiert und zu nichtlinearen Sch�atzalgorithmen f�uhrt, die eine einfache Behandlung
korrelierter und systematischer Fehler erlauben und zudem Echtzeitanforderungen gen�ugen.

1.4 �Ubersicht �uber die Arbeit

Die zur mengenbasierten Zustandssch�atzung ben�otigten Algorithmen sind der Gegenstand
von Kapitel 2. Die Darstellung ist in drei Teile gegliedert und umfa�t 1. die Kombination
von Zustandssch�atzungen, 2. statische Systeme und 3. dynamische Systeme.

Kapitel 3 stellt ein integriertes Verfahren zur Initialisierung und rekursiven St�utzung der
Sch�atzung der Lage eines in der Ebene beweglichen mobilen Roboters vor. Es wird dabei von
einem bordeigenen Multisensorsystem ausgegangen, welches aus Sensoren zur Bestimmung
von inkrementellen Lage�anderungen sowie Geometriesensoren zur Vermessung von Umwelt-
merkmalen besteht. Als Geometriesensoren werden reine Winkel{ und reine Distanzsensoren
betrachtet. Zur Fusion der Daten dieser Sensoren wird ein mengenbasiertes, dezentrales Fu-
sionsschema beschrieben, wobei neben der allgemeinen Vorgehensweise auch ein Verfahren
f�ur den speziellen Fall eines omnidirektionalen Roboters betrachtet wird.

Eine Besonderheit des hier verfolgten Ansatzes ist die Verwendung geschlossener L�osun-
gen f�ur 1. die Bestimmung der Roboterlage aus N Winkelmessungen zu bekannten Landmar-
ken, und 2. die Bestimmung der Lage von typischen Landmarken mit Hilfe von Distanzsensor{
Arrays. Die genaue Kenntnis dieser Algorithmen ist f�ur das Verst�andnis des Lokalisierungs-
verfahrens in Kapitel 3 nicht erforderlich. Sie werden deshalb in Kapitel 3 der �Ubersicht-
lichkeit halber zun�achst als gegeben angenommen und anschlie�end in Kapitel 4 im Detail
hergeleitet.

Kapitel 5 enth�alt eine Beschreibung der Implementierung des vorgeschlagenen Verfahrens
auf dem omnidirektionalenmobilen Roboter ROMAN und der erzielten Ergebnisse. Es werden
Langstreckenexperimente zur �achendeckenden Inspektion vorgestellt, welche eine besonders
hohe Pr�azision und Langzeitstabilit�at der Lokalisierungsverfahren verlangen.

Kapitel 6 fa�t die Besonderheiten des verfolgten Ansatzes zusammen und diskutiert wei-
terf�uhrende Arbeiten, welche zu weiteren Verbesserungen f�uhren k�onnten. Insbesondere wird
ein neuer Filtertyp, das SSI{Filter [117], betrachtet, welches die in realen Systemen simultan
auftretenden stochastischen und deterministischen Fehler explizit behandelt.
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Kapitel 2

Mengenbasierte Zustandssch�atzung

Einleitung

Dieses Kapitel stellt diejenigen Algorithmen vor, die in den Kapiteln 3 und 4 zur Zu-
standssch�atzung ben�otigt werden. Auftretende Unsicherheiten werden durch mengenbasierte
Methoden in die Sch�atzung einbezogen, wobei diese Unsicherheiten lediglich durch Ampli-
tudengrenzen in Form von abgeschlossenen Mengen beschrieben sind. Aus der Sch�atzung
ergeben sich damit Mengen, welche L�osungen f�ur die gesuchten Zust�ande de�nieren. Men-
genbasierte Verfahren sind somit eine gute Alternative zu klassischen statistischen Methoden,
falls die vorliegenden Unsicherheiten stark korrelierter oder gar deterministischer Natur sind.
In diesem Fall liefern statistisch motivierte Sch�atzer zu optimistische Ergebnisse, falls zur Be-
grenzung der Komplexit�at ungerechtfertigte Annahmen �uber die Unabh�angigkeit der invol-
vierten Gr�o�en getro�en werden. Die mengenbasierte Zustandssch�atzung hingegen verzichtet
auf die �ublichen Unabh�angigkeitsannahmen und f�uhrt zum Entwurf einfacher nichtlinearer
Sch�atzer, welche die Eigenschaft der selektiven Fusion aufweisen: Es wird nur diejenige In-
formation zur Fusion verwendet, welche die Unsicherheit �uber den gesuchten Zustand auch
tats�achlich verringert.

2.1 Bekannte Ans�atze

Verfahren zur mengenbasierten Zustandssch�atzung wurden in den letzten 30 Jahren par-
allel zu den statistischen Methoden entwickelt, wenngleich die Entwicklung nicht ganz so
st�urmisch verlief. In der Mathematik sind mengenbasierte Methoden zwar schon seit lan-
gem bekannt, der Grundstein f�ur ihre Verwendung zur Einbeziehung von Unsicherheiten
bei der Zustandssch�atzung wurde aber erst in [99] gelegt. Die tats�achlichen Mengen werden
dort durch Ellipsoide beschrieben, was vielerorts als eine zu grobe Approximation abgelehnt
wurde. Dies f�uhrte zu der Entwicklung von Verfahren, welche die tats�achlichen Mengen
durch Polytope einschlie�en [101, 102], wobei sich allerdings das Problem ergibt, da� bei
wiederholter Anwendung mengentheoretischer Operationen die Anzahl der Seiten der Po-
lytope zunimmt. Es mu� also von Zeit zu Zeit eine Reduktion der Seiten vorgenommen
oder von vorneherein mit einer konstanten Seitenanzahl gearbeitet werden. Den Extremfall
bilden dabei achsenparallele (Hyper{)Rechtecke [3, 93], die zwar konzeptionell und imple-
mentatorisch sehr einfach zu handhaben sind, in vielen Applikationen aber die Menge der
gesuchten Zust�ande nicht eng genug einschlie�en. Die erzielten Ergebnisse h�angen au�erdem
von der Wahl der Koordinatensysteme ab. In vielen Anwendungen werden deshalb doch el-
lipsoidf�ormige Mengen verwendet [96], da sie einen guten Kompromi� zwischen der Qualit�at
der Approximation und der Komplexit�at in der Verarbeitung darstellen. Au�erdem kann die
Qualit�at der Approximation durch die Verwendung von Schnitt{ und Vereinigungsmengen
von Ellipsoiden [80] entscheidend verbessert werden. Dies ist �ahnlich zu der Vorgehensweise
in [70] im stochastischen Kontext, wo beliebige Verteilungsdichten durch die Summe von
Gau�dichten approximiert werden.
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Die Sch�atzung des Zustands eines zeitdiskreten dynamischen Systems besteht aus ei-
nem Pr�adiktions{ und einem Fusionsschritt. Zur Pr�adiktion wird die Sch�atzung des letzten
Zeitschrittes mit Hilfe eines Systemmodells fortgeschrieben, was bei einem linearen System
einer Minkowski{Summation zweier Ellipsoide entspricht. Erste Ans�atze f�ur die e�zien-
te Fortschreibung �nden sich in [100], wo zur Bildung eines H�ullellipsoids f�ur die exakte
Minkowski{Summe eine gewichtete Kombination der zwei Ellipsoide verwendet wird. Es
wird vorgeschlagen, die Gewichtungsfaktoren so zu w�ahlen, da� sich ein minimalvolumi-
ges H�ullellipsoid ergibt, ohne da� hierzu ein Verfahren angegeben wird. Ein etwas anderes
Vorgehen und erste Ans�atze zur Bestimmung einer optimalen Gewichtung �nden sich in [80].

Aus der Fortschreibung und einer Beobachtung ergeben sich nun zwei konkurrierende
Informationen �uber den gesuchten Zustand in Form von zwei Mengen, die fusioniert werden
k�onnen. Die mengenbasierte Fusion besteht in der Schnittmengenbildung, so da� die beiden
Mengen also auf gemeinsame Punkte, d.h. auf �Uberlappung, gepr�uft werden m�ussen. In [100]
wird einfach davon ausgegangen, da� die Beobachtung die Voraussetzungen erf�ullt und sich
dadurch immer eine �Uberlappung ergibt. In einer praktischen Situation mu� dies allerdings
nicht zutre�en. In [92, 95] werden zur L�osung dieses Problems �Uberlappungstests vorgeschla-
gen, welche die iterative L�osung eines Optimierungsproblems erfordern. Das Vorgehen von
[92] wird in [103] kritisiert und ein anderer �Uberlappungstest vorgeschlagen, der die iterative
Bestimmung der Nullstelle einer implizit gegebenen rationalen Funktion im Intervall [�1; 0]
ben�otigt. Dies ist f�ur on{line Anwendungen nicht zweckm�a�ig.

�Uberlappen nun die Menge der durch die Beobachtung gegebenen Zust�ande und die Men-
ge der fortgeschriebenen Zust�ande, so kann eine Fusion statt�nden. Da die Schnittmenge
zweier Ellipsoide im allgemeinen nicht wieder ein Ellipsoid ist, mu� ein �au�eres H�ullellipso-
id gefunden werden, falls ein einfaches rekursives Verfahren gew�unscht wird. Die optimale
L�osung dieses Problems, d.h. die Bestimmung eines H�ullellipsoids mit minimalem Volumen,
f�uhrt auf ein numerisches Optimierungsproblem mit linearen Matrix{Ungleichungsnebenbe-
dingungen [79]. Erste Gedanken zur einfachen, suboptimalen Bestimmung eines H�ullellipso-
ids durch konvexe, gewichtete Kombination �nden sich in [90], der gleiche Ansatz wird in
[100] verwendet. Konkrete Verfahren zur Bestimmung der Gewichtungsfaktoren werden in
beiden F�allen nicht gegeben.

F�ur MISO1){Systeme, d.h. eindimensionale Beobachtungen, wurden auf dem Gebiet der
Systemidenti�kation geschlossene L�osungen zur Bestimmung eines H�ullellipsoids entwickelt
[85, 86, 88, 97], wobei sich diese auch zur e�zienten, parallelen Implementierung eignen
[87]. Diese Verfahren wurden in [98] f�ur Anwendungen in der Robotik erschlossen. In [81]
werden sogar Hinweise dazu gegeben, wie in diesem Fall durch eine Vortransformation der
Beobachtungen das optimale H�ullellipsoid aus dem suboptimalen gewonnen werden kann.

F�ur den Fall von MIMO2){Systemen, d.h. vektorieller Beobachtungen, existieren �uber-
raschenderweise keine geschlossenen L�osungsverfahren f�ur die Bestimmung des minimalvo-
lumigen H�ullellipsoids. Da sich aber die Fusion einer vektoriellen Beobachtung nur in Spe-
zialf�allen auf die sequentielle Fusion ihrer Komponenten zur�uckf�uhren l�a�t3), ist dieser Fall
au�erordentlich wichtig.

1)
Multiple Input Single Output

2)
Multiple Input Multiple Output

3)Dies steht im Gegensatz zu stochastischen Fusionsmethoden, wo die Fusion einer vektoriellen Beobach-

tung auch im Fall korrelierter Komponenten nach Diagonalisierung der Kovarianzmatrix immer sequentiell

durchgef�uhrt werden kann [71].



8 KAPITEL 2. MENGENBASIERTE ZUSTANDSSCH�ATZUNG

Zusammenfassend kann man also sagen, da� in der Literatur ein solides Fundament
zur Anwendung mengentheoretischer Methoden auf das Problem der Zustandssch�atzung be-
steht. Nichtsdestoweniger stehen einige f�ur den praktischen Einsatz dieser Methoden wich-
tige Erkenntnisse noch aus. Au�erdem werden f�ur die auftretenden Teilprobleme wegen der
unterschiedlichen Applikationen verschiedene L�osungsans�atze gew�ahlt. Hier w�are ein einheit-
licher L�osungsformalismus sinnvoll. Erst dieser k�onnte den mengenbasierten Methoden zu
einer �ahnlichen Verbreitung bei der Behandlung von amplitudenbegrenzten Unsicherheiten
verhelfen, wie sie statistische Verfahren durch das Kalman{Filter erfahren haben.

2.2 Ziel und verfolgte Methodik

Das Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung eines einheitlichen Formalismus zur L�osung der im
Rahmen der mengenbasierten dezentralen Zustandssch�atzung auftretenden Probleme wie 1.
die Kombination von Zustandssch�atzungen, 2. die L�osung �uberbestimmter Gleichungssyste-
me, wenn der Gleichungsfehlervektor durch Amplitudengrenzen beschrieben wird, und 3. die
Sch�atzung des Zustands eines dynamischen Systems, d.h. die Fortschreibung einer Sch�atzung
mit Hilfe eines Systemmodells und deren St�utzung durch Beobachtungen. Hierbei soll vor
allem auch der MIMO{Fall sauber und korrekt behandelt werden. Es wird Wert darauf ge-
legt, da� die Algorithmen nicht iterativer Natur sind, so da� die gew�unschten Ergebnisse
nach einer festen Anzahl von Rechenoperationen zur Verf�ugung stehen. Weiterhin soll eine
Implementierung einfach m�oglich sein.

Es werden daher wie in einigen der obengenannten Ans�atze [80, 85, 86, 87, 88, 97, 98, 99,
100] einfache Mengen wie Ellipsoide und zus�atzlich deren degenerierte Formen verwendet.
Zur Approximation von komplizierten Mengen, die z.B. bei der Bildung der Schnittmen-
ge oder bei der Minkowski{Summation zweier Ellipsoide entstehen, werden �ahnlich wie in
[80, 98, 100] H�ullellipsoide verwendet, die sich als gewichtete Kombination der urspr�unglichen
Ellipsoide ergeben. Hier werden jedoch s�amtliche bei der Berechnung der Gewichtungsfak-
toren auftretenden Probleme gel�ost und mit dem gleichen Verfahren behandelt.

Die H�ullellipsoide sind damit e�zient berechenbar, und es ergeben sich einfache nicht-
lineare Zustandssch�atzer. Ihre �au�ere Form �ahnelt stark statistisch motivierten Sch�atzern,
welche unter der Voraussetzung entworfen wurden, da� sich alle Unsicherheiten als wei�es und
gau�verteiltes Rauschen modellieren lassen. Das Verhalten ist jedoch v�ollig unterschiedlich.

2.3 �Uberblick �uber das Kapitel

Die gew�ahlte Darstellung ist an den Aufbau der Arbeit angepa�t und in drei Teile gegliedert:

� Kombination von Zustandssch�atzungen: Im Abschnitt 2.4 wird zun�achst der
wichtige Fall vorgestellt, da� der gesuchte Zustand gleichzeitig durch zwei Mengen
de�niert ist. Die entwickelten Algorithmen �nden im dezentralen Fusionsschema in
Kapitel 3 bei der Aggregation der Zustandssch�atzungen verschiedener Fusionsknoten
Anwendung.

� Zustandssch�atzung f�ur statische Systeme: Im Abschnitt 2.5 geht es um die
L�osung �uberbestimmter Gleichungssysteme, wenn der Gleichungsfehlervektor durch
harte Amplitudengrenzen beschrieben wird. Derartige Gleichungssysteme treten wie-
derholt in Kapitel 4 auf.
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a) c)

b) d)

Abbildung 2.1: Die vier Kon�gurationen f�ur die relative Lage von zwei Ellipsoiden A,
N und die sich daraus ergebende Schnittmenge S, wobei es sich bei der
Wahl von S = A in Fall d) um eine willk�urliche Entscheidung handelt
(zweidimensionale Visualisierung).

� Zustandssch�atzung f�ur dynamische Systeme: Im Abschnitt 2.6 werden Algorith-
men zur mengenbasierten Sch�atzung des Zustands eines dynamischen Systems hergelei-
tet. Diese Algorithmen �nden bei der rekursiven Lokalisierung eines mobilen Roboters
gem�a� Kapitel 3 Anwendung.

Zuletzt wird die Erh�ohung der Robustheit von mengenbasierten Zustandssch�atzern ge-
gen�uber Modellierungsfehlern diskutiert. Dies ist notwendig, weil mengenbasierte Verfah-
ren �ublicherweise emp�ndlich auf untermodellierte Amplitudengrenzen reagieren. Darum
werden h�au�g die Amplitudengrenzen bewu�t zu gro� gew�ahlt, was aber zu konservativen
Ergebnissen f�uhrt. In dieser Arbeit wird daher ein Verfahren zur robusten mengenbasier-
ten Zustandssch�atzung auf der Basis von Konsistenzma�en hergeleitet, welches erlaubt, die
vorliegenden Unsicherheiten sinnvoll zu modellieren.

2.4 Kombination von Zustandssch�atzungen

Ein gesuchter Zustand x sei gleichzeitig durch zwei ellipsoidf�ormige Mengen A und N
de�niert, d.h., es gilt x 2 A und x 2 N . Die Mengen A, N seien gegeben durch

A =
n
x : (x� â)TA�1(x� â) � 1

o
;

N =
n
x : (x� n̂)TN�1(x� n̂) � 1

o
:

(2.1)

Gem�a� Abb. 2.1 existieren vier verschiedene Kon�gurationen der zwei Ellipsoide A und
N . Besitzen die beiden Mengen gemeinsame Punkte, so kann eine (m�oglicherweise) einge-
schr�ankte Beschreibung in Form der Schnittmenge der Mengen A und N gefunden werden.
Ist eine der beiden Mengen vollst�andig in der anderen enthalten, so ergibt sich als Fu-
sionsergebnis einfach die kleinere der beiden Mengen, Abb. 2.1 a), c). Im allgemeinen ist
die Schnittmenge zweier ellipsoidf�ormiger Mengen nun aber nicht wieder ein Ellipsoid, vgl.
Abb. 2.1 b), es kann aber ein �au�eres H�ullellipsoid f�ur die Schnittmenge gefunden werden.
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Die Behandlung des Falls der leeren Schnittmenge, Abb. 2.1 d), h�angt von der Ap-
plikation ab. H�au�g besitzt eines der Ellipsoide eine h�ohere Priorit�at und wird daher als
Fusionsergebnis gew�ahlt.

2.4.1 H�ullellipsoid f�ur die Schnittmenge zweier Ellipsoide

Eine e�ziente Methode zur Bestimmung einer �au�eren Approximation der Schnittmenge S
zweier Ellipsoide A, N durch ein Ellipsoid B ist die konvexe Kombination

B =
n
x : (0:5� �)(x� â)TA�1(x� â) + (0:5 + �)(x� n̂)TN�1(x� n̂) � 1

o
;

(2.2)

mit � 2 [�0:5; 0:5]. Es handelt sich hier um eine Familie von H�ullellipsoiden, welche von dem
Parameter � abh�angt, wobei o�ensichtlich

S = (A \N ) � B � (A [N )

f�ur alle zul�assigen � gilt. Das hei�t, die einh�ullende Menge B enth�alt die Schnittmenge S der
Mengen A, N und ist selbst in der Vereinigungsmenge enthalten. Es werden also durch die
�au�ere Approximation der Schnittmenge keine neuen Unsicherheiten hinzugef�ugt. Gleichung
(2.2) l�a�t sich in die Normalform eines Ellipsoids bringen:

Satz 2.1 Besitzen zwei Ellipsoide A und N nach (2.1) gemeinsame Punkte, so ergibt sich

als �au�ere Approximation f�ur die Schnittmenge eine Familie von H�ullellipsoiden gegeben

durch

B =
�
x :

�
x� b̂

�T
B�1

�
x� b̂

�
� 1

�

b = C c ; B = dC

c = (0:5� �)A�1â + (0:5 + �)N�1n̂

C =
n
(0:5� �)A�1 + (0:5 + �)N�1

o
�1

d = 1�
�
0:25� �2

�
(â� n̂)TN�1CA�1(â� n̂)

f�ur � 2 [�0:5; 0:5]. 4)

Beweis. Quadratische Erg�anzung. �

Bevor der Satz 2.1 angewendet werden kann, mu� jeweils gepr�uft werden, ob die bei-
den Ellipsoide A und N gemeinsame Punkte besitzen, d.h. ob sie �uberlappen. Im n�achsten
Abschnitt wird dazu ein e�zienter �Uberlappungstest vorgestellt.

4)� wurde im Gegensatz zu [100] aus [�0:5; 0:5] und nicht aus [0; 1] gew�ahlt, um in den folgenden

Ausdr�ucken Symmetrien zu erhalten.
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2.4.2 E�zienter �Uberlappungstest f�ur zwei Ellipsoide

Zur Herleitung eines e�zienten und einfachen Verfahrens zur Feststellung der �Uberlappung
von zwei Ellipsoiden ist der folgende Satz hilfreich.

Satz 2.2 F�ur d(�) aus Satz 2.1 gelten folgende Aussagen, falls A 6� N :

1. d(�0:5) = 1, d(0:5) = 1.

2. d(�) besitzt ein eindeutiges Minimum im Intervall [�0:5; 0:5].
3. d(�) ist streng konvex im Intervall [�0:5; 0:5].

4. Mit dmin = d (�min) = min
�0:5���0:5

d(�) gilt

dmin

(
� 0
< 0

)
() A und N

(
besitzen gemeinsame Punkte

besitzen keine gemeinsamen Punkte

)
:

Beweis. Ein anschaulicher Beweis ist dadurch gegeben, da� das H�ullellipsoid B f�ur kein
� 2 [�0:5; 0:5] negativ de�nit werden kann, falls A und N gemeinsame Punkte aufweisen.
Ein formaler Beweis �ndet sich in [95]. �

In [95] wird das Minimum von d(�) aus Satz 2.1 nun iterativ gesucht, was eine h�au�ge
Auswertung von d(�), und damit wiederholte Matrixinversionen, erforderlich macht. Ein we-
niger rechenaufwendiges Verfahren erh�alt man durch die analytische Minimierung von d(�).
Hierzu wird zun�achst das Matrizenpaar A�1, N�1 durch eine gemeinsame Transformation
auf Diagonalgestalt gebracht, Anhang B.4. Es ergibt sich

TT A�1T = I ; TT N�1T = diag(�) ; T�1(â� n̂) = r :

Mit Hilfe von Satz 2.2 kann nun ein Polynom angegeben werden, welches an der Stelle �min

eine eindeutige Nullstelle aufweist.

Zur Vereinfachung der entstehenden Ausdr�ucke wird der Koe�zientenvektor

C = [CL; : : : ; C0]
T

eines Polynoms, welches sich gem�a�

CLx
L + : : :+ C0 =

�
AMx

M + : : :+ A0

�
�
�
BNx

N + : : :+B0

�

als Produkt zweier Polynome ergibt, nicht als Faltung

C = A �B

mit

A = [AM ; : : : ; A0]
T
; B = [BN ; : : : ; B0]

T

geschrieben, sondern als Ergebnis einer Vektor{Matrix{Multiplikation dargestellt

CT = (A)T (shiftM(B))T :
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Der shift{Operator ist dabei gem�a�

shiftM(�) =

2
66664
�(1) 0 0 : : :

�(2) �(1) 0 : : :

�(3) �(2) �(1) : : :
...

...
... : : :

3
77775

| {z }
M + 1 Spalten

de�niert.

Satz 2.3 Die Mengen A und N nach (2.1) mit A 6� N besitzen gemeinsame Punkte, falls

f�ur d(�) aus Satz 2.1 gilt:

d(�min) > 0 :

�min ergibt sich als die eindeutige Nullstelle eines Polynoms 2N{ten Grades in [�0:5; 0:5].
Das Polynom ist gegeben durch

P (N)(�) =
�
P (N)

�T � h�2N ; �2N�1; : : : ; �; 1iT :

Der Koe�zientenvektor P (N) ergibt sich rekursiv aus

�
P (i)

�T
=

2
666664

W (i)

r2(i)�(i)

2
6664
4
�
1� �(i)

�
�4

�
1 + �(i)

�
�
1� �(i)

�
3
7775

3
777775

T

h
shift2

�
P (i�1)

�
; shift2

�
Q(i�1)

�iT

und �
Q(i)

�T
=
�
W (i)

�T h
shift2

�
Q(i�1)

�iT
f�ur i = 1; : : : ; N mit

W (i) =

2
666664
4
�
1� �(i)

�2
�4

�
1� �2(i)

�
�
1 + �(i)

�2

3
777775

und den Anfangswerten P (0) = 0 ; Q(0) = 1.

Beweis. F�ur d(�) erh�alt man

d(�) = 1�
�
0:25� �2

� NX
i=1

r2(i)�(i)

0:5� �+ (0:5 + �)�(i)
:

Di�erentiation nach � ergibt

@d(�)

@�
= �

NX
i=1

r2(i)�(i)
(0:5� �)2 � (0:5 + �)2�(i)

f0:5� �+ (0:5 + �)�(i)g2 :
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Zu Null setzen und erweitern ergibt das Polynom

P (N)(�) =
NX
i=1

(
r2(i)�(i)

n
4
n
1� �(i)

o
�2 � 4

n
1 + �(i)

o
�+ 1� �(i)

o
NY

j=1;j 6=i

�
4
n
1� �(j)

o2
�2 � 4

n
1� �2(j)

o
�+

n
1 + �(j)

o2 �)

woraus durch Induktion der Satz folgt. �

Mit Hilfe der Rekursion kann der Koe�zientenvektor P (N) nun symbolisch oder, was
vor allem bei gro�en N sinnvoll ist, numerisch berechnet werden. Der Vorteil der gezeigten
Vorgehensweise liegt darin, da� der gr�o�te Teil der Berechnungen unabh�angig von � ist. Die
Bestimmung von �min ist damit der letzte Schritt und kann im einfachsten Fall z.B. durch
Intervallschachtelung mit den Startwerten �0:5 und 0:5 durchgef�uhrt werden. Damit wird
�min bei vorgegebener Genauigkeit in einer festen Anzahl von Schritten ermittelt.

2.4.3 Minimalvolumiges H�ullellipsoid f�ur die Schnittmenge

�Uberlappen sich nun die beiden Ellipsoide A, N , so kann der Parameter � derart gew�ahlt
werden, da� ein gewisses Ma� der

"
Gr�o�e\ des H�ullellipsoids B minimiert wird.

Satz 2.4 Das H�ullellipsoid B in Satz 2.1 mit minimalem Volumen ergibt sich bei Wahl von

� = �opt. �opt erh�alt man aus der Untersuchung des Polynoms (2N � 1){ten Grades

H(N)(�) =
�
H(N)(2 : 2N + 1)

�T � h�2N�1; �2N�2; : : : ; �; 1iT :

Weisen H(N)(�0:5) und H(N)(0:5) gleiches Vorzeichen auf, so ergibt sich bei positivem Vor-
zeichen �opt = 0:5, sonst �opt = �0:5. Sind die Vorzeichen unterschiedlich, so ergibt sich �opt
als die eindeutige Nullstelle von H(N)(�) in [�0:5; 0:5]. Der Koe�zientenvektor H(N) ergibt
sich rekursiv aus�

H(N)
�T

= [�N ; 1]
h
P (N) ; R(N)

iT

�
R(i)

�T
=

2
6666666666664

4
�
1� �(i)

�2
�4
�
1� �2(i)

�
�
1 + �(i)

�2
�
1� �(i)

�
U (i)�

1� �(i)
�
U (i)

3
7777777777775

T 2
66666664

h
shift2

�
R(i�1)

�iT
h
S(i)

iT
h
shift2

�
T (i)

�iT
h
shift2

�
Q(i�1)

�iT

3
77777775

�
S(i)

�T
=

2
6664

4
�
1� �(i� 1)

� �
1� �(i)

�
�2
n�

1� �(i)
� �

1 + �(i� 1)
�
+
�
1� �(i� 1)

� �
1 + �(i)

�o
�
1 + �(i� 1)

��
1 + �(i)

�
3
7775
T

h
shift2

�
S
(i)
�iT

�
T (i)

�T
=

2
6664

4
�
1� �(i� 1)

� �
1� �(i)

�
�2
n�

1� �(i)
� �

1 + �(i� 1)
�
+
�
1� �(i� 1)

� �
1 + �(i)

�o
�
1 + �(i� 1)

��
1 + �(i)

�
3
7775
T

h
shift2

�
T
(i)
�iT
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f�ur i = 2; : : : ; N mit

S
(i)

= S(i�1) +
��
U (i�1)

�T h
shift2

�
Q(i�2)

�iT�T

T
(i)

= T (i�1) +
�
1� �(i� 1)

�
Q(i�2)

und

U (i) =

2
6664

4r2(i)�(i)

� 4
N
(1� �(i))

2
N
(1 + �(i))� r2(i)�(i)

3
7775 ;

f�ur i = 1; : : : ; N . Als Anfangswerte werden

R(1) =
�
1� �(1)

�
U (1) ; S(1) = 0 ; T (1) = 0

verwendet. P , Q entnimmt man Satz 2.3.

Beweis. Ein sinnvolles Ma� der Gr�o�e des H�ullellipsoids ist das Volumen, welches propor-
tional zu

p
det(B) ist. Mit Satz 2.1 gilt det(B) = dN det(C). Falls das Matrizenpaar A�1,

N�1 auf Diagonalgestalt transformiert wurde, gilt

C = diag

(
: : : ;

1

0:5� �+ (0:5 + �)�(i)
; : : :

)
:

Es ergibt sich

@ log(det(B))

@�
=
N

d

@d

@�
+ spur

(
C�1

@C

@�

)
: (2.3)

Weiterhin gilt

C�1
@C

@�
= C�1

n
�C

�
N�1 �A�1

�
C
o
=
�
A�1 �N�1

�
C ;

woraus

spur

(
C�1

@C

@�

)
=

NX
i=1

1� �(i)
0:5� �+ (0:5 + �)�(i)

folgt. Durch Einsetzen in (2.3) ergibt sich

N
@d

@�
+

(
1�

�
0:25 � �2

� NX
i=1

r2(i)�(i)

0:5� �+ (0:5 + �)�(i)

)
NX
i=1

1� �(i)

0:5� �+ (0:5 + �)�(i)
:

Zu Null setzen und erweitern f�uhrt auf

H(N)(�) = �NP (N)(�)

+

(
NX
i=1

��
4r2(i)�(i)�2 �

4

N

�
1� �(i)

�
�+

2

N

�
1 + �(i)

�
� r2(i)�(i)

�
NY

j=1;j 6=i

n
1 + �(j) � 2�

�
1� �(j)

�o �)
(

NX
i=1

�n
1� �(i)

o NY
j=1;j 6=i

n
1 + �(j) � 2�

�
1� �(j)

�o �)
;

woraus sich durch Induktion die rekursive Formulierung f�ur den Koe�zientenvektor H(N)

ergibt. �
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2.5 Zustandssch�atzung f�ur statische Systeme

Es wird nun ein Verfahren zur L�osung �uberbestimmter Gleichungssysteme f�ur den Fall vor-
gestellt, da� der Gleichungsfehlervektor durch Amplitudengrenzen beschrieben wird. Glei-
chungssysteme mit diesen Eigenschaften treten z.B. bei der Sensordatenverarbeitung in
Kapitel 4 auf.

2.5.1 Das Systemmodell

In diesem Abschnitt wird ein lineares, statisches System der Form

z = Hx + e (2.4)

betrachtet. z 2 MM;1 bezeichnet den Beobachtungsvektor, x 2 MN;1 den Zustandsvektor,
H 2 MM;N die Beobachtungsmatrix und e 2 MM;1 den Gleichungsfehlervektor. Der Zustand
ist v�ollig unbekannt. Der Gleichungsfehlervektor e wird als unbekannt, aber amplitudenbe-
grenzt durch ein Ellipsoid gem�a�

e 2 E ; E =
n
e : eTE�1e � 1

o
(2.5)

angenommen.

2.5.2 Menge aller Zust�ande de�niert durch die Beobachtung

Das Ziel ist hier die einfache Berechnung der Menge aller Zust�ande, welche kompatibel mit
den Amplitudengrenzen (2.5) sind. Dabei wird insbesondere der Fall betrachtet, da� die
Anzahl der Zust�ande N kleiner oder gleich der Anzahl der Beobachtungen M ist und der
Rang der Systemmatrix H gleich N ist.

Satz 2.5 F�ur das Systemmodell (2.4) mit rang(H) = N ergibt sich die Menge aller gesch�atz-

ten Zust�ande, welche kompatibel mit den Amplitudengrenzen (2.5) sind, als

X =
n
x : (x� x̂)TX�1(x� x̂) � 1

o
x̂ =

�
HTE�1H

�
�1
HTE�1z

X = d
�
HTE�1H

�
�1

d = 1� (z �Hx̂)TE�1(z �Hx̂)

Beweis. Der Beweis ist in Anhang B.7.1 gegeben. �

Bei Betrachtung von Satz 2.5 k�onnte man zun�achst bef�urchten, da� die Matrix X negativ
de�nit werden k�onnte, falls d negativ wird. Diese Bef�urchtung wird durch den n�achsten Satz
ausger�aumt.

Satz 2.6 Die Matrix X in Satz 2.5 ist positiv (semi{)de�nit, falls die Beobachtung z aus

dem Systemmodell (2.4) stammt und die Amplitudengrenzen gem�a� (2.5) eingehalten werden.

Positive (Semi{)De�nitheit der Matrix X ist �aquivalent zu der Forderung nach einem nicht

negativen d in Satz 2.5.
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Beweis. Der Beweis ist in Anhang B.7.2 gegeben. �

Dieser Satz hat in dieser Arbeit weitreichende Konsequenzen: Aus dem Vorzeichen von d
kann abgelesen werden, ob der aktuelle Beobachtungsvektor kompatibel mit dem a priori an-
genommenen Systemmodell ist. Im n�achsten Abschnitt wird diese Eigenschaft als Grundlage
f�ur einen mengenbasierten Hypothesentest verwendet.

2.5.3 Mengenbasierter Hypothesentest

In vielen Anwendungen m�ochte man f�ur einen gegebenen Beobachtungsvektor z neben einer
Sch�atzung f�ur den Zustand auch noch eine Aussage dar�uber bekommen, ob die Beobachtung
kompatibel mit dem Systemmodell ist. Man stellt in diesem Fall zwei Hypothesen auf, welche
lauten

H1 : z = Hx+ e ; e 2 E
H2 : H1 ist falsch :

F�ur das mengenbasierte Fehlermodell nach (2.5) ergibt sich d aus Satz 2.5 wegen Satz 2.6
als nat�urliche Entscheidungsfunktion:

W�ahle H1; falls d � 0

W�ahle H2; falls d < 0 :

Dieses Vorgehen kann auf mehrere Systemmodelle erweitert werden. In dieser Arbeit
werden jedoch maximal zwei Systemmodelle ben�otigt, vgl. Kapitel 4, so da� im folgenden
nur noch dieser Fall betrachtet wird. Als Hypothesen ergeben sich

H1 : z = H1 x+ e1 ; e1 2 E1
H2 : z = H2 x+ e2 ; e2 2 E2
H3 : H1; H2 sind falsch :

Mit ei 2 Ei, i = 1; 2 und Ei = fei : eTi E�1i ei � 1g folgen als Entscheidungsfunktionen

di = 1� (z �Hix̂i)
TE�1i (z �Hix̂i) ; i = 1; 2 ;

und damit

W�ahle H1; falls d1 � 0; d1 � d2

W�ahle H2; falls d2 � 0; d2 > d1

W�ahle H3; falls d1 < 0; d2 < 0 :

F�ur eine Anwendung dieser Zusammenh�ange sei der Leser auf Abschnitt 4.2.6 verwiesen.

2.6 Zustandssch�atzung f�ur dynamische Systeme

Hier werden nun Algorithmen zur mengenbasierten Sch�atzung des Zustands eines dyna-
mischen Systems hergeleitet. Dabei wird vor allem auch der Fall von MIMO{Systemen
ber�ucksichtigt. Die erforderlichen Rekursiongleichungen werden in einer R�uckkopplungsform
angegeben, wodurch zum einen die Inversion der Beobachtungsgleichung vermieden wird.
Zum anderen h�angt die Komplexit�at der Algorithmen damit von der Dimension des Be-
obachtungsvektors ab. Dieses Vorgehen ist also besonders dann sinnvoll, wenn die Dimen-
sion des Beobachtungsvektors kleiner als die Dimension des Zustandsvektors ist, was in
Robotik{Applikationen h�au�g der Fall ist.
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2.6.1 Das Systemmodell

Vorgelegt sei ein lineares System der Form

xk+1 = Ak xk +Bk uk (2.6)

zk = Hk xk + ek ; (2.7)

mit dem Zustandsvektor xk 2 MN;1 und dem Beobachtungsvektor zk 2 MM;1. Die auf-
tretenden Unsicherheiten werden als amplitudenbegrenzt durch Ellipsoide gem�a� uk 2 Uk,
ek 2 Ek mit

Uk =
n
uk : (uk � ûk)TU�1

k (uk � ûk) � 1
o
; Ek =

n
ek : e

T
kE

�1
k ek � 1

o
(2.8)

modelliert. Hierbei ist zu beachten, da� in der Systemgleichung (2.6) bewu�t die nominale
Eingangsgr�o�e ûk mit den auftretenden additiven Unsicherheiten zur Menge Uk zusammen-
gefa�t wird. Damit wird betont, da� im Rahmen der mengentheoretischen Interpretation die
Gr�o�e ûk zwar den Mittelpunkt des Unsicherheitsellipsoids Uk darstellt, aber in keiner Weise
bevorzugt gegen�uber anderen Punkten innerhalb der Menge Uk behandelt wird. Weiterhin
wird angenommen, da� f�ur den Anfangszustand x0 gilt

X0 =
n
x0 : (x0 � x̂0)TX�1

0 (x0 � x̂0) � 1
o
:

Die Filterungsaufgabe besteht nun darin, zum Zeitpunkt k die Menge m�oglicher System-
zust�ande Xk basierend auf den Beobachtungen z0, z1, : : : , zk�1, zk zu sch�atzen. Das Interesse
gilt hier nicht einer Batchverarbeitung, sondern es soll zu jedem Zeitpunkt k ein aktueller
Sch�atzwert X S

k mit Hilfe eines rekursiven Verfahrens bereitgestellt werden. Die Gleichung
(2.6) wird dabei benutzt, um ausgehend von einer Menge gesch�atzter Zust�ande zum Zeit-
punkt k � 1 die Menge m�oglicher Zust�ande zum Zeitpunkt k zu pr�adizieren, welche als
X P
k bezeichnet wird. Techniken zur e�zienten Durchf�uhrung dieser Pr�adiktionsaufgabe im

mengenbasierten Kontext sind der Inhalt von Abschnitt 2.6.2.

Zum Zeitpunkt k wird eine neue Beobachtung zk gemacht, welche die Menge XM
k aller

Zust�ande de�niert, welche mit der Beobachtung kompatibel sind. Es liegen also nun konkur-
rierende Informationen �uber den Systemzustand zum Zeitpunkt k in Form der zwei Mengen
X P
k , XM

k vor. Ein Verfahren zu deren Fusion wird in Abschnitt 2.6.3 vorgestellt.

2.6.2 Mengenbasierte Pr�adiktion des Systemzustands

Ausgehend von der Menge der m�oglichen Zust�ande zum Zeitpunkt k� 1 kann �uber (2.6) die
Menge der Zust�ande zum Zeitpunkt k pr�adiziert werden. Da die Menge der Ellipsoide unter
a�nen Transformationen geschlossen ist, vgl. Anhang B.2, kann die rechte Seite von (2.6) als
Minkowski{Summe von zwei Ellipsoiden betrachtet werden. Die Menge der Ellipsoide ist im
allgemeinen unter Summationen nicht geschlossen, es kann aber ein H�ullellipsoid gefunden
werden, welches die Minkowski{Summe enth�alt. Mit Anhang B.5 �ndet man f�ur dieses
H�ullellipsoid

X P
k =

�
xPk :

�
xPk � x̂Pk

�T �
XP

k

�
�1 �

xPk � x̂Pk
�
� 1

�
:

Der Mittelpunkt x̂Pk ergibt sich als die Summe der Mittelpunkte gem�a�

x̂Pk = Ak�1 x̂
S
k�1 +Bk�1 ûk�1
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a)

b)

c)

d)

Abbildung 2.2: Die vier Kon�gurationen f�ur die relative Lage der Menge pr�adizierter
Zust�ande X P

k und der Menge der durch die Messung de�nierten Zust�ande
XM
k und die sich daraus ergebende Schnittmenge X S

k (zweidimensionale
Visualisierung).

und die De�nitionsmatrix XP
k ergibt sich als

XP
k =

Ak�1X
S
k�1A

T
k�1

0:5� �k
+
Bk�1Uk�1B

T
k�1

0:5 + �k
; �0:5 < �k < 0:5 :

Mit dem Verfahren aus Anhang B.5 wird �k so gew�ahlt, da� das Volumen von X P
k minimal

wird.

2.6.3 Mengenbasierte Fusion von Pr�adiktion und Messung

Ein Vektor zk von Beobachtungen zum Zeitpunkt k de�niert eine Menge XM
k von Zust�anden,

welche mit der Beobachtung kompatibel sind. Aus (2.7) folgt

XM
k =

n
xMk : zk �Hk x

M
k 2 Ek

o
:

Damit liegt neben der Menge pr�adizierter Zust�ande X P
k eine weitere Information �uber

den Systemzustand zum Zeitpunkt k in Form der Menge XM
k vor, wobei die in der Abb. 2.2

dargestellten Kon�gurationen m�oglich sind.

F�ur den Fall einer redundanten Messung, d.h. einer Messung, die nichts zur Redukti-
on der Unsicherheit in der Zustandssch�atzung beitr�agt, wird die Pr�adiktion als Sch�atzung
�ubernommen. Es gilt also X S

k = X P
k , wie in der Abb. 2.2 c) dargestellt.

Auch f�ur den Fall, da� Pr�adiktion und Messung inkonsistent sind, Abb. 2.2 d), wird
keine Aktualisierung der Zustandssch�atzung durchgef�uhrt. Die Pr�adiktion wird als Sch�atzung
�ubernommen, da sie die Information aus allen vorangegangenen Messungen enth�alt. Die
aktuelle Messung wird damit verworfen.

F�ur die in Abb. 2.2 a), b) dargestellten F�alle besteht die Fusion konzeptionell in der
Bestimmung der Schnittmenge, d.h.

X S
k = X P

k \ XM
k :

Damit ist die mengenbasierte Fusion von Pr�adiktion und Messung ein nichtlineares Filter,
welches durch eine selektive Aktualisierung der Zustandssch�atzung inh�arent die F�ahigkeit
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besitzt, redundante und falsche Messungen zu verwerfen. Die sprunghafte Nichtlinearit�at
der selektiven Fusion kann aber bei Modellierungsfehlern zu Fusionsmengen mit zu klei-
nem Volumen und damit zur Divergenz f�uhren. Es wird deshalb in Abschnitt 2.7 eine neue
Methode zur Erh�ohung der Robustheit von mengenbasierten Fusionsverfahren gegen�uber
Modellierungsfehlern vorgestellt.

Wird eine Aktualisierung der Zustandsch�atzung durch Bildung der Schnittmenge vor-
genommen, so ist die Menge gesch�atzter Zust�ande X S

k im allgemeinen kein Ellipsoid. Im
folgenden Satz wird daher ein H�ullellipsoid f�ur die Schnittmenge bestimmt.

Satz 2.7 Besitzen die beiden Mengen X P
k und XM

k gemeinsame Punkte, so ergibt sich als

�au�ere Approximation f�ur die Schnittmenge eine Familie von H�ullellipsoiden gegeben durch

X S
k =

�
x :

�
x� x̂Sk

�T �
XS

k

�
�1 �

x� x̂Sk
�
� 1

�

x̂Sk = x̂Pk + �kCkH
T
k E

�1
k �k

XS
k = dkCk

Ck = XP
k � �kXP

k H
T
k

n
Ek + �kHkX

P
kH

T
k

o
�1

HkX
P
k

dk = 1 + �k � �k �Tk
n
Ek + �kHkX

P
kH

T
k

o
�1
�k

�k = zk �Hkx̂
P
k

f�ur �k � 0.

Beweis. Umformung der Ergebnisse aus Satz 2.1 und Bilineartransformation mit �k =
0:5 + ��k
0:5� ��k

, wobei �k 2 [0;1] und ��k 2 [�0:5; 0:5]. �

E�zienter �Uberlappungstest

Vor der Anwendung der Ergebnisse aus Satz 2.7 mu� analog zum Vorgehen bei der Kombi-
nation von Zust�anden zun�achst �uberpr�uft werden, ob die Menge pr�adizierter Zust�ande X P

k

mit der durch die Messung de�nierten Menge XM
k gemeinsame Punkte besitzt. Um die Her-

leitung eines �Uberlappungstests machbar zu gestalten, wird das Matrizenpaar Ek, HkX
P
kH

T
k

durch eine gemeinsame Transformation auf Diagonalgestalt gebracht, so da� gilt

TT
k EkTk = I ; TT

k

�
HkX

P
k H

T
k

�
Tk = diag(�

k
) ; TT

k �k = rk : (2.9)

Durch diese Vereinfachung kann analog zu Satz 2.3 der folgende Satz hergeleitet werden.

Satz 2.8 Die Menge der Zust�ande XM
k de�niert durch die Messung und die Menge X P

k der

pr�adizierten Zust�ande sind inkonsistent, d.h. besitzen keine gemeinsamen Punkte, falls

dk(�k;min) < 0 ;

mit �k;min =
0:5 + ��k;min

0:5� ��k;min

. ��k;min ist gegeben als die einzige Nullstelle eines Polynoms 2M{ten

Grades in [�0:5; 0:5]. Das Polynom ist gegeben durch

P
(M)
k (��k) =

�
P
(M)
k

�T � h(��k)2M ; (��k)
2M�1

; : : : ; ��k; 1
iT

:
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Der Koe�zientenvektor P
(M)
k ergibt sich rekursiv aus

�
P
(i)
k

�T
=

2
666664

W
(i)
k

r2k(i)

2
6664
4
�
1� �

k
(i)
�

�4
�
1 + �

k
(i)
�

�
1� �

k
(i)
�
3
7775

3
777775

T

h
shift2

�
P
(i�1)
k

�
; shift2

�
Q(i�1)

k

�iT

und �
Q(i)

k

�T
=
�
W

(i)
k

�T h
shift2

�
Q(i�1)

k

�iT
f�ur i = 1; : : : ; M mit

W
(i)
k =

2
666664
4
�
1� �

k
(i)
�2

�4
�
1� �2

k
(i)
�

�
1 + �

k
(i)
�2

3
777775

und den Anfangswerten P
(0)
k = 0 ; Q(0)

k
= 1.

Beweis. Aus Satz 2.7 ergibt sich

d�k = 1�
�
0:25� (��k)

2
�
�Tk

n
(0:5� ��k)Ek + (0:5 + ��k)HkX

P
kH

T
k

o
�1
�k :

(2.10)

Es wird bewu�t der Bereich ��k 2 [�0:5; 0:5] statt des in Satz 2.7 verwendeten Bereichs

�k 2 [0;1] verwendet, damit die Nullstelle von P (M)
k (��k) in einem abgeschlossenen Intervall

bestimmt werden kann. Einsetzen von (2.9) in (2.10) ergibt

d�k(�
�

k) = 1�
�
0:25� (��k)

2
� MX
i=1

r2k(i)

0:5� ��k + (0:5 + ��k)�k(i)
:

Di�erentiation nach ��k f�uhrt auf

@d�k(�
�

k)

@��k
= �

MX
i=1

r2k(i)
(0:5� ��k)2 � (0:5 + ��k)

2�
k
(i)n

0:5� ��k + (0:5 + ��k)�k(i)
o2 :

Zu Null setzen und erweitern ergibt das Polynom

P (M)(��k) =
MX
i=1

�
r2k(i)

n
4
�
1� �

k
(i)
�
(��k)

2
� 4

�
1 + �

k
(i)
�
��k + 1� �

k
(i)
o

MY
j=1;j 6=i

�
4
�
1� �

k
(j)
�2

(��k)
2
� 4

�
1� �2

k
(j)
�
��k +

n
1 + �

k
(j)
o2��

Zur �Uberpr�ufung der Bedingung f�ur �Uberlappung dient

d�k(�
�

k) < 0  ! dk(�k)

1 + �k
< 0 :

Wegen 1 + �k > 0 folgt der Satz. �
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Minimalvolumiges H�ullellipsoid

Satz 2.9 Das H�ullellipsoid f�ur die Schnittmenge der Mengen X P
k und XM

k in Satz 2.7 mit

minimalem Volumen erh�alt man bei Wahl von �k;opt =
0:5 + ��k;opt

0:5� ��k;opt
aus der Untersuchung

des Polynoms

H
(M)
k (��k) =

�
H

(M)
k (2 : 2M + 2)

�T � h(��k)2M ; (��k)
2M�1

; : : : ; ��k; 1
iT

:

Haben H
(M)
k (�0:5) und H(M)

k (0:5) gleiches Vorzeichen, so ergibt sich ��k;opt = 0:5 bei posi-
tivem Vorzeichen, sonst ��k;opt = �0:5. Bei unterschiedlichen Vorzeichen ist ��k;opt die ein-

deutige Nullstelle von H
(M)
k (��k) in [�0:5; 0:5]. Der Koe�zientenvektor H

(M)
k errechnet sich

rekursiv aus

�
H

(M)
k

�T
=

2
642M�M

1

3
75
T h

shift1

�
P
(M)
k

�
; R

(M)
k

iT

�
R
(i)
k

�T
=

2
66666666666664

4
�
1� �

k
(i)
�2

�4
�
1� �2

k
(i)
�

�
1 + �

k
(i)
�2

V
(i)
k

U
(i)
k��

V
(i)
k

�T �
shift1

�
U
(i)
k

��T�T

3
77777777777775

T

2
66666664

h
shift2

�
R
(i�1)
k

�iT
h
shift1

�
S
(i)
k

�iT
h
shift2

�
T
(i)
k

�iT
h
shift3

�
Q
(i�1)
k

�iT

3
77777775

�
S
(i)
k

�T
=

2
6664

4
�
1� �

k
(i� 1)

� �
1� �

k
(i)
�

�2
n�

1� �
k
(i)
� �

1 + �
k
(i� 1)

�
+
�
1� �

k
(i� 1)

� �
1 + �

k
(i)
�o

�
1 + �

k
(i� 1)

��
1 + �

k
(i)
�

3
7775
T

h
shift2

�
S
(i)
k

�iT

�
T
(i)

k

�T
=

2
6664

4
�
1� �

k
(i� 1)

� �
1� �

k
(i)
�

�2
n�

1� �
k
(i)
� �

1 + �
k
(i� 1)

�
+
�
1� �

k
(i� 1)

� �
1 + �

k
(i)
�o

�
1 + �

k
(i� 1)

��
1 + �

k
(i)
�

3
7775
T

h
shift2

�
T
(i)
k

�iT

f�ur i = 2; : : : ; M mit

S
(i)

k = S
(i�1)
k +

��
U

(i�1)
k

�T h
shift2

�
Q(i�2)

k

�iT�T

T
(i)

k = T
(i�1)
k +

��
V

(i�1)
k

�T h
shift1

�
Q(i�2)

k

�iT�T

und

U
(i)
k =

2
6664

4r2k(i)

� 4
M
(1� �

k
(i))

2
M
(1 + �

k
(i))� r2k(i)

3
7775 ; V (i)

k =

2
4 �2N

M
(1� �

k
(i))

N�M

M
(1 + �

k
(i)) + 1� �

k
(i)

3
5

f�ur i = 1; : : : ; M . Als Anfangswerte dienen�
R
(1)
k

�T
=
�
V

(1)
k

�T h
shift1

�
U
(1)
k

�iT
; S

(1)
k = 0 ; T

(1)
k = 0 :

P , Q erh�alt man aus Satz 2.8.
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Beweis. Aus Satz 2.7 entnimmt man

X S
k = d�k

8<
:
 

XP
k

0:5� ��k

!
�1

+HT
k

 
Ek

0:5 + ��k

!
�1

Hk

9=
;
�1

:

Wegen det(A+BDC) = det(A) det(D) det(D�1 +CA�1B) [108] ergibt sich

det
�
X S
k

�
�
 

d�k
0:5� ��k

!N (
det

 
Ek +

0:5 + ��k
0:5� ��k

HkX
P
kH

T
k

!)
�1

=
(d�k)

N

(0:5� ��k)N�M
1

det(Dk)

mit

Dk = (0:5� ��k)Ek + (0:5 + ��k)HkX
P
kH

T
k :

Logarithmieren, di�erenzieren nach ��k und zu Null setzen ergibt
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;

woraus nach einigen Manipulationen die gesuchten Rekursionsgleichungen folgen. �

2.6.4 Spezialfall: Skalare Messung

Die Komplexit�at der Algorithmen im vorhergehenden Abschnitt h�angt vor allem von der
Dimension M des Beobachtungsvektors ab. F�ur den speziellen Fall einer eindimensionalen
Beobachtung, d.h.

XM
k =

n
xMk : zk = HT

k x
M
k + ek ; e

2
k � Ek

o
;

vereinfachen sich die dargestellten Algorithmen weiter.
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Satz 2.10 Besitzen die Menge X P
k pr�adizierter Zust�ande und die durch eine eindimen-

sionale Beobachtung de�nierte Menge XM
k gemeinsame Punkte, so ergibt sich als �au�ere

Approximation f�ur die Schnittmenge eine Familie von H�ullellipsoiden gem�a�

X S
k =

�
xSk :

�
xSk � x̂Sk

� �
XS

k

�
�1 �

xSk � x̂Sk
�T � 1

�

x̂Sk = x̂Pk + �kCkHk E
�1
k �k; X

S
k = dkCk

Ck = XP
k � �k

XP
k HkH

T
k X

P
k

Ek + �kGk

dk = 1 + �k � �k �
2
k

Ek + �kGk

�k = zk �HT
k x̂

P
k ; Gk = HT

k X
P
k Hk

f�ur �k 2 [0;1].

Beweis. Entweder durch Einsetzen in Satz 2.7 oder durch Verallgemeinerung der Zusam-
menh�ange in [98]. �

�Uberlappungstest

Die �Uberlappung der beiden Mengen XP
k , X

M
k wird durch die Bedingung

dk(�k;min) � 0 ; mit �k;min =

s
Ek

Gk

:

�uberpr�uft.

Minimalvolumiges H�ullellipsoid

Ist der �Uberlappungstest erfolgreich, d.h. weisen die beiden MengenXP
k undXM

k gemeinsame
Punkte auf, so wird das Volumen des H�ullellipsoids XS

k in Satz 2.10 durch die Wahl von
�k = �k;opt minimiert. �k;opt ergibt sich als die gr�o�te Nullstelle der quadratischen Gleichung
[98]

�2k(N � 1)G2
k

+ �k
n
�2k + (2N � 1)Ek �Gk

o
Gk

+
n
N
�
Ek � �2k

�
�Gk

o
Ek = 0

wobei N die Dimension des Zustandsvektors ist. Wird durch eine Messung die Unsicherheit
nicht reduziert, vgl. Abb. 2.2 d), ergibt sich �k;opt � 0. Es wird dann �k;opt = 0 gew�ahlt.
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Bemerkung 2.1 Die Bezeichnung
"
minimalvolumiges H�ullellipsoid\ wurde im vorangegange-

nen Text jeweils als Synonym f�ur dasjenige Ellipsoid gebraucht, das als konvexe Kombination

der Ursprungsmengen minimales Volumen erreicht. Dieses mu� aber selbstverst�andlich nicht das

kleinste Volumen unter allen m�oglichen Ellipsoiden aufweisen, die nicht dieser Einschr�ankung

unterliegen.

Im Fall einer skalaren Beobachtung erh�alt man das H�ullellipsoid mit kleinstm�oglichem Volu-

men aus Satz 2.10 nur f�ur den Fall, da� beide Hyperebenen das Ellipsoid schneiden, vergleiche

Abb. 2.2 a). F�ur den Fall, da� eine der Hyperebenen au�erhalb liegt, enth�alt die Familie der

H�ullellipsoide aus Satz 2.10 das Ellipsoid mit kleinstm�oglichem Volumen nicht. Dieses erh�alt man

aber, indem man zun�achst die au�erhalb liegende Hyperebene durch eine parallele Ebene ersetzt,

die tangential zu X P
k liegt und dann die Fusion durchf�uhrt [81].

H�ullellipsoid mit minimalvolumiger

Projektion auf beliebigen Unterraum

In vielen Applikationen ist es nat�urlicher, statt des minimalen Volumens des H�ullellipsoids,
das minimale Volumen der Projektion des H�ullellipsoids auf einen bestimmten Unterraum
zu fordern. Dies ist zum Beispiel in Abschnitt 3.5 bei der Fusion von Winkelmessungen der
Fall.

Der n�achste Satz erlaubt die Berechnung des optimalen Wertes f�ur den Fusionsparame-
ter �k, falls das minimale Volumen der Projektion des H�ullellipsoids auf einen beliebigen
Unterraum gesucht ist.

Satz 2.11 Das H�ullellipsoid nach Satz 2.10 mit einem minimalem Volumen der Projektion

auf einen beliebigen Unterraum ergibt sich bei Wahl von �k als positive, reelle Nullstelle von

�3k(Gk �Kk)G
2
kL

+ �2kfL(3Gk � 2Kk)�KkgEkGk

+ �k
n
�2k(L(Kk �Gk) +Kk) + Ek(L(3Gk �Kk)�Kk)�GkKk

o
Ek

+
n
L
�
Ek � �2k

�
�Kk

o
E2
k = 0

wobei L die Dimension des Unterraums ist und Kk durch

Kk = HT
k

�
�X
P

k

�T �
proj(XP

k )
�
�1 �X

P

kHk

gegeben ist. �X
P

k erh�alt man aus XP
k durch Streichen derjenigen Zeilen, welche nicht dem

betrachteten Unterraum zugeordnet werden k�onnen.

Beweis. Die Projektion proj
�
XS

k

�
von XS

k auf den betrachteten Unterraum ergibt sich zu

dk proj
�
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k

�
� �kdk
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�
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kHkH
T
kX

P
k

�
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:

Das Volumen von proj
�
XS

k

�
ist proportional zu

det

0
B@dkI� �kdk

�
proj(XP

k )
�
�1 �X

P

kHkH
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k

�
�X
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k

�T
Ek + �kGk

1
CA :
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Durch Verwendung der Identit�at [86]

det
�
cI+ yzT

�
= cL�1

�
c+ yT z

�
;

mit der Unterraumdimension L wird aus (2.11)

dLk
Ek + �k(Gk �Kk)

Ek + �kGk

:

Di�erentiation nach �k und zu Null setzen ergibt den Satz. �

2.7 Robuste Zustandssch�atzung

In diesem Abschnitt wird zun�achst eine Schw�ache der mengenbasierten Fusion diskutiert,
welche den Hauptangri�spunkt dieser Verfahren darstellt, und dann eine neue Methode zu
deren Abhilfe dargestellt.

2.7.1 Schw�achen der vorgestellten Zustandssch�atzer

Die bisher vorgestellten Verfahren arbeiten zufriedenstellend, solange die Modellierung des
betrachteten Systems ausreichend genau ist. Modellierungsfehler k�onnen aber zu L�osungs-
mengen mit einem extrem kleinen Volumen f�uhren. Ist der tats�achliche Zustand dann nicht
mehr in der L�osungsmenge enthalten, kann dies zur Divergenz f�uhren. Der Grund f�ur diese
Emp�ndlichkeit gegen�uber Modellierungsfehlern ist in der sprunghaften Nichtlinearit�at der
selektiven Fusion zu suchen: �Uberlappen die zu fusionierenden Mengen, so wird das H�ullel-
lipsoid mit

"
minimaler Gr�o�e\ zur Approximation der Schnittmenge verwendet. Weisen die

beiden Mengen keine gemeinsamen Punkte auf, so wird diejenige Menge beibehalten, welche
die Information aus allen vorhergehenden Fusionen repr�asentiert. Im Grenzfall kann diese
Art der Fusion also zu L�osungsmengen mit zu kleinem Volumen f�uhren.

2.7.2 Erh�ohung der Robustheit durch Konsistenzma�e

Die Emp�ndlichkeit mengenbasierter Zustandssch�atzer gegen�uber Ausrei�ern, welche nicht
den Amplitudengrenzen gehorchen, soll hier beseitigt werden. Derartige Ausrei�er k�onnen
zum Beispiel von vernachl�assigten stochastischen St�orungen stammen. Es ist nun nicht prak-
tikabel, die Amplitudengrenzen derart konservativ zu w�ahlen, da� Ausrei�er diese Grenzen
niemals �uberschreiten. Vielmehr wird im folgenden die Idee der selektiven Fusion um die Idee
der abgeschw�achten Fusion bei geringer Konsistenz erweitert. Der Fusionsparameter � wird
dabei so gew�ahlt, da� das H�ullellipsoid f�ur die Schnittmenge mit fallender Konsistenz der
beiden urspr�unglichen Mengen eine steigende Tendenz in Richtung der h�oher priorisierten
Menge aufweist. Die Umsetzung dieser Idee ist f�ur die hier gew�ahlte Art der Fusion durch
konvexe Kombination besonders elegant m�oglich.
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Abbildung 2.3: a) Vergleich des neuen Ansatzes mit dem Standardverfahren f�ur verschie-
dene Kon�gurationen von zwei Ellipsoiden A und N . b) Wahl des Fusi-
onsparameters � in Abh�angigkeit vom Konsistenzma� KM gem�a� (2.11)
f�ur S = 10 : : : 20 und V = 0:5.

Robuste Kombination von Zustandssch�atzungen

Im Falle der Kombination von Zustandssch�atzungen gem�a� Abschnitt 2.4 erh�alt man ein
sinnvolles Ma� f�ur die Konsistenz zweier Mengen als das Verh�altnis des (exakten) Volumens
der Schnittmenge zum geometrischen Mittel der Volumina der einzelnen Mengen

KM(A;N ) =
Vol(A\N )q
Vol(A)Vol(N )

;

mit 0 � KM � 1. Zur Vereinfachung wird hier das Volumen des minimalvolumigen H�ullellip-
soids zur Approximation von Vol(A\N ) verwendet. Die Einstellung des Fusionsparameters
� geschieht nun nach den folgenden �Uberlegungen, wobei o.B.d.A. angenommen wird, da�
die Menge A eine h�ohere Priorit�at besitzt.

� Sind A, N stark konsistent, d.h. KM � 0:9 : : : 1:0, so wird �opt zur Fusion verwendet.

� Bei schwacher Konsistenz von A, N , d.h. KM � 0:0 : : : 0:1, wird � = �0:5 verwendet,
was gleichbedeutend mit B = A ist.

� F�ur eine mittlere Konsistenz der Mengen A und N , d.h. KM � 0:1 : : : 0:9 soll �
zwischen den Extremwerten interpoliert werden.

Die oben genannten Forderungen werden sehr gut von der verallgemeinerten Logistikfunktion

� = (�opt + 0:5)=[1 + exp(�S(KM� V ))]� 0:5 ; (2.11)

erf�ullt, welche f�ur S = 10 und 20 und V = 0:5 in der Abb. 2.3 b) dargestellt ist.
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Begrenzungsebenen von

Tangentialebenen zu

Abbildung 2.4: Bestimmung des Konsistenzma�es KMk f�ur ein dynamisches System im
speziellen Fall einer skalaren Beobachtung.

Robuste Zustandssch�atzung f�ur dynamische Systeme

Es wird nun die robuste Zustandssch�atzung f�ur dynamische Systeme f�ur den Fall betrachtet,
da� die DimensionM des Beobachtungsvektors zk kleiner als die DimensionN des Zustands-
vektors xk ist. In diesem Fall ist das Volumen der durch die Messung gegebenen Menge der
Roboterlagen XM

k nicht de�niert, da XM
k nun ein degeneriertes Ellipsoid darstellt. Statt der

Volumina werden nun die Volumina der Projektionen der Mengen auf diejenige Ebene be-
trachtet, welche durch die nicht degenerierten Achsen von XM

k festgelegt ist. Bezeichnet man
die Projektion einer MengeM auf diese Ebene als proj(M), so ergibt sich das Konsistenzma�
zu

KMk

�
X P
k ;XM

k

�
=

Vol
�
proj

�
X P
k \ XM

k

��
q
Vol(proj(X P

k ))Vol(Ek)
:

Zur Vereinfachung wird wieder das Volumen der Projektion des minimalvolumigen H�ullel-
lipsoids zur Approximation des Volumens der exakten Schnittmenge verwendet. Das f�ur die
Fusion benutzte �k ergibt sich dann aus

�k = �
opt
k =[1 + exp(�S(KMk � V ))] :

Spezialfall: Skalare Messung. F�ur den Spezialfall der Zustandssch�atzung f�ur ein dy-
namisches System aus skalaren Beobachtungen nach Abschnitt 2.6.4 l�a�t sich das Konsi-
stenzma� sehr einfach gem�a� Abb. 2.4 exakt berechnen:

KMk

�
X P
k ;XM

k

�
=

W S
kq

W P
k WM

k

:

Bemerkung 2.2 Es ist zu betonen, da� das vorgestellte Fusionsverfahren, welches f�ur geringe

Konsistenz der Ausgangsmengen zu einer abgeschw�achten Fusion f�uhrt, den Einu� einzelner

Ausrei�er reduziert. Sind Messungen und Pr�adiktion tats�achlich nur schwach konsistent, so wird

das minimale H�ullellipsoid nach einigen Zeitschritten erreicht.
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Abbildung 2.5: a) Vergleich des neuen Ansatzes mit dem Standardverfahren f�ur verschie-
dene Kon�gurationen von X P

k und XM
k . b) Volumen der Menge gesch�atzter

Zust�ande X S
k aus a) f�ur das Standardverfahren und den neuen Ansatz.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

Es wurde ein einheitlicher Formalismus f�ur den Entwurf und die Implementierung nicht-

linearer Zustandssch�atzer auf der Basis mengentheoretischer Verfahren vorgestellt. Diese
Sch�atzer kommen ohne ungerechtfertigte Unabh�angigkeitsannahmen aus und sind somit ei-
ne Alternative zu statistischen Methoden, wenn korrelierte oder systematische Unsicherhei-
ten vorliegen, oder wenn ein statistisches Fehlermodell zu komplex oder nicht verf�ugbar ist.
Alle zur mengenbasierten, dezentralen Zustandssch�atzung notwendigen Algorithmen wur-
den in diesem Kapitel hergeleitet, wobei ellipsoidf�ormige Mengen vorausgesetzt wurden. Die
ben�otigten mathematischen Zusammenh�ange wurden mit einer aus der Literatur bisher nicht
bekannten Vollst�andigkeit und Einfachheit dargestellt. Dabei auftretende Optimierungspro-
bleme konnten s�amtlich auf die Suche der einzigen Nullstelle eines Polynoms im Intervall
[�0:5; 0:5] zur�uckgef�uhrt werden, wobei sich geschlossene Ausdr�ucke f�ur die Koe�zienten
des Polynoms ergeben. Die Algorithmen sind in Vektor{Matrix{Notation dargestellt und f�ur
eine Rechnerimplementierung gut geeignet. Damit k�onnten die bisher etwas unhandlichen
mengenbasierten Verfahren eine gr�o�ere Verbreitung erlangen.

Die mangelnde Robustheit mengenbasierter Zustandsch�atzer gegen�uber unmodellierten
Me�ausrei�ern, der Hauptangri�spunkt mengenbasierter Verfahren, konnte durch die Ein-
f�uhrung von Konsistenzma�en ausger�aumt werden.



29

Kapitel 3

Modellbasierte Lokalisierung

eines mobilen Roboters

Einleitung

Dieses Kapitel beschreibt ein Verfahren zur Sch�atzung der Position x, y und der Orientierung
 eines in der Ebene beweglichen Roboters bez�uglich eines raumfesten Koordinatensystems.
Position und Orientierung werden zusammenfassend als Lage x = [x; y;  ]T bezeichnet, das
raumfeste Koordinatensystem wird Welt{ oder Inertialkoordinatensystem genannt. Der mo-
bile Roboter be�ndet sich in einer Innenraumumgebung, welche neben beweglichen Objekten
wie Menschen, anderen Robotern und beweglichem Mobiliar auch ortsfeste Strukturen wie
W�ande und T�uren enth�alt. Diese ortsfesten Strukturen dienen als nat�urliche Landmarken
zur Bestimmung der Lage des Roboters und werden zus�atzlich durch k�unstliche, passive
Landmarken erg�anzt.

Es wird sowohl die anf�angliche Initialisierung als auch die schritthaltende Lokalisierung
des Roboters in der Bewegung betrachtet. Dabei dienen interne Sensoren zur Messung des
zur�uckgelegten Weges sowie der Orientierungs�anderung und damit der inkrementellen Fort-
schreibung einer bekannten Anfangslage. Zur St�utzung dieser Lagesch�atzung werden ver-
schiedene bordeigene Geometriesensoren verwendet, die bei der Vermessung von Umwelt-
merkmalen nach unterschiedlichen physikalischen Prinzipien arbeiten. F�ur zwei Typen von
Geometriesensoren, die sich durch einen einfachen Aufbau und einen niedrigen Preis aus-
zeichnen, werden in dieser Arbeit exemplarisch Lokalisierungsalgorithmen hergeleitet. Dabei
handelt es sich um

� ein rotierendesWinkelme�system, welches die Winkel zu k�unstlichen, passiven Land-
marken bez�uglich des Roboterkoordinatensystems bestimmt, und

� einDistanzsensor{Array aus mehreren akustischen Signalquellen und Mikrophonen,
welche au�en am Roboter auf einheitlicher H�ohe befestigt sind.

Bei der Verwendung mehrerer Geometriesensoren ist im Vergleich zu der Verwendung ei-
nes einzelnen Sensors eine gr�o�ere Anzahl von Umweltmerkmalen zur Lokalisierung nutzbar,
wodurch nicht nur der Arbeitsbereich erweitert wird, sondern auch die Pr�azision der La-
gesch�atzung steigt. Auf diesen Punkt wird sp�ater noch detaillierter eingegangen. Auf der
anderen Seite verkompliziert sich die Sensordatenfusion, da die Lage aus unterschiedlichen,
konkurrierenden Umweltinformationen gesch�atzt werden mu�. Au�erdem unterliegen die Da-
ten der beiden betrachteten Typen von Geometriesensoren nicht nur stochastischen St�orun-
gen, sondern auch systematischen Unsicherheiten, was im Rahmen der Sensordatenfusion
ber�ucksichtigt werden sollte.
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Abbildung 3.1: Anschauliche Darstellung des Verfahrens zur Lokalisierung eines mobi-
len Roboters. a) Die inkrementelle Lagesch�atzung mittels Koppelnavigati-
on leidet unter akkumulierenden Fehlern: Der Lokalisierungsfehler w�achst
�uber alle Grenzen. b) Geometriesensoren erlauben die St�utzung der Robo-
terlagesch�atzung durch Vermessung bekannter Landmarken.

3.1 Anschauliche Beschreibung

des Lokalisierungsverfahrens

Dieser Abschnitt versucht einen vereinfachten �Uberblick �uber das vorgeschlagene Verfahren
zur modellbasierten Bestimmung der Lage eines mobilen Roboters zu geben. Dies soll nicht
nur die hier vertretene Sichtweise verdeutlichen, sondern auch die sp�ater formal hergeleiteten
Algorithmen motivieren.

Als Grundlage des Lokalisierungsverfahrens wird ein Modell der Umgebung des Roboters
ben�otigt. Dieses besteht aus einer zweidimensionalen Umweltkarte, die alle bekannten und
f�ur die Lagebestimmung relevanten Merkmale enth�alt.

Zu Beginn einer Serviceaufgabe sei �uber die initiale Roboterlage nur geringes Vorwis-
sen vorhanden. Weiterhin sei ein im Stillstand gemessener Satz von Winkeln zu bekannten
Landmarken gegeben, wobei aber die Zuordnung von Winkeln zu Landmarken zun�achst un-
bekannt ist. Zur Bestimmung der Roboterlage mu� also erst einmal diese Zuordnung gesucht
werden. Um w�ahrend der Durchf�uhrung des Suchverfahrens den Berechnungsaufwand gering
zu halten, wird eine e�ziente, geschlossene L�osung zur Konversion von Winkelmessungen in
Roboterlagen verwendet.

Sobald die initiale Roboterlage bekannt ist, kann sich der Roboter in Bewegung setzen.
W�ahrend der Bewegung wird nun nicht bei jeder Messung die Roboterlage ohne Vorgabe
neu bestimmt, sondern es wird eine rekursive Zustandssch�atzung durchgef�uhrt. Dabei wird
das Problem der Sch�atzung eines Zustands aus Beobachtungen, welche durch systematische
oder stark korrelierte Fehlerquellen gest�ort sind, mit Hilfe der in Kapitel 2 dargestellten
Methoden der mengenbasierten Zustandssch�atzung angegangen. Die auftretenden Unsicher-
heiten werden also nicht durch die Angabe von Verteilungsdichten und Spektren, sondern



3.1. ANSCHAULICHE BESCHREIBUNG DES LOKALISIERUNGSVERFAHRENS 31

Initialisierung der Roboterlage (Stillstand)

Rekursive Lagebestimmung (Bewegung)

W�ahle geeignete Landmarken aus der Umweltkarte

Bestimme Me�hypothesen aus der Menge

pr�adizierter Roboterlagen XP
k und der Umweltkarte

Bilde durch Kon�gurierung des Me�systems virtuelle

Sensoren, welche zur Vermessung der Landmarken

geeignet sind

F�uhre Messung im interessierenden Bereich durch

Validiere Me�daten durch Vergleich mit

Me�hypothesen

Bestimme die Menge XM
k aller Roboterlagen, welche

kompatibel mit der Messung sind

Z
Z
ZZJ

Besitzen die Menge XP
k pr�adizierter

Roboterlagen und die Menge XM
k

gemeinsame Punkte ?
�
�
��

N

Bestimme X S
k als

Schnittmenge der

Mengen XP
k und XM

k

�Ubernimm die Menge der

pr�adizierten

Roboterlagen

unver�andert, d.h.

X S
k = XP

k

Bestimme aus X S
k die neue Menge pr�adizierter Lagen

XP
k+1 �uber Fortschreibung durch Koppelnavigation

Abbildung 3.2: Sch�atzung der Lage eines mobilen Roboters mit einem abstrakten Sensor.

lediglich durch Angabe von Amplitudengrenzen beschrieben; potentielle L�osungen werden
somit durch Mengen dargestellt.

Ein Verfahren zur inkrementellen Lagesch�atzung dient zur Pr�adiktion der Roboterlage
durch Fortschreibung der letzten Sch�atzung, Abb. 3.1. Interne Sensoren bestimmen dabei die
Menge X�

k aller m�oglichen relativen Lage�anderungen in einem Abtastintervall bezogen auf
die Ausgangslage X P

k�1 zum Zeitpunkt k�1. Da auch die Ausgangslage X P
k�1 Unsicherheiten

unterworfen ist, m�ussen diese beiden Mengen nun
"
addiert\ werden, um die Menge X P

k der
pr�adizierten Lagen zum Zeitpunkt k zu berechnen.

Da die Unsicherheit der inkrementellen Lagepr�adiktion mit der Zeit �uber alle Grenzen
w�achst, mu� von Zeit zu Zeit ein externer Sensor zur St�utzung der Lagesch�atzung herange-
zogen werden. Die auf vorangegangenen Messungen basierende Lagepr�adiktion dient dabei
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zusammen mit der Umweltkarte sowohl zum Aufstellen von Me�hypothesen als auch zur
Kon�guration des Multisensorsystems. Bei dieser Sensoreinsatzplanung werden situations-
abh�angig von einem regelbasierten Algorithmus die zur Lokalisierung geeigneten Landmar-
ken automatisch aus der Umweltkarte ausgew�ahlt. F�ur jede der gew�ahlten Landmarken wird
dann derjenige (virtuelle) Sensor bestimmt, der zur Vermessung dieser Landmarke beson-
ders gut geeignet ist. Aus der unsicheren Roboterlage, den unsicherheitsbehafteten Land-
markenpositionen und den Me�fehlergrenzen werden schlie�lich f�ur jeden (virtuellen) Sensor
Me�werthypothesen aufgestellt. Der Sensor mu� also nun lediglich in einem kleinen interes-
sierenden Bereich messen, was zu einer Steigerung der Robustheit der Messung und zu einer
Erh�ohung der Datenrate f�uhrt.

Jede Messung de�niert zusammen mit der Menge m�oglicher Landmarkenpositionen und
den a priori gegebenen Me�fehlergrenzen eine Menge m�oglicher Roboterlagen XM

k . Diese
Menge XM

k wird mit der Menge pr�adizierter Roboterlagen X P
k fusioniert, wodurch sich ei-

ne neue Lagesch�atzung X S
k ergibt. Fusion im mengenbasierten Sinn bedeutet zun�achst die

�Uberpr�ufung der beiden Mengen XM
k und X P

k auf gemeinsame Punkte und, sollte dies der
Fall sein, die Bildung der Schnittmenge. F�ur einen abstrakten Sensor ist dieses Vorgehen in
der Abb. 3.2 zusammengefa�t.

Um zu e�zienten Algorithmen zur mengenbasierten Zustandssch�atzung zu gelangen,
werden die exakten Roboterlagemengen durch einfache Mengen approximiert, wobei hier
Ellipsoide und deren degenerierte Formen Verwendung �nden. Dies f�uhrt zu der Forderung
nach e�zienten Verfahren f�ur 1. die

"
Addition\, 2. den Test auf �Uberlappung und 3. die

Bestimmung der Schnittmenge zweier Ellipsoide.

Das Verfahren zur Bestimmung der initialen Roboterlage wird in Abschnitt 3.3 erl�autert.
Abschnitt 3.4 beschreibt die inkrementelle Fortschreibung einer gegebenen Roboterlage auf
der Basis von internen Sensoren, welche auch vorteilhaft auf omnidirektionale mobile Robo-
ter anwendbar ist. In den Abschnitten 3.5 und 3.6 wird das beschriebene Vorgehen zur re-
kursiven Lagebestimmung f�ur Winkelme�systeme bzw. f�ur Distanzsensor{Arrays detailliert.
Abschnitt 3.7 diskutiert zun�achst die Vorteile eines Multisensorsystems und stellt dann ein
Verfahren zur dezentralen Fusion der konkurrierenden Lagesch�atzungen verschiedener Senso-
ren in einem Multisensorsystem vor. Im Anschlu� wird eine Gesamt�ubersicht des Verfahrens
zur modellbasierten Lokalisierung eines mobilen Roboters gegeben.

3.2 Umweltmodell

Landmarke

Abbildung 3.3: Modellierung einer dreidimensionalen,
ebenen Landmarke als Strecke in der
zweidimensionalen Projektion.

Das f�ur die modellbasierte Lo-
kalisierung eines mobilen Robo-
ters ben�otigte Umweltmodell be-
steht in dieser Arbeit aus ei-
ner zweidimensionalen Karte. Die-
se ist zur Lokalisierung eines in
der Ebene beweglichen, mobilen
Roboters ausreichend. Neben der
nominalen Lage der Landmarken
bez�uglich des Inertialkoordinaten-
systems enth�alt die Karte auch die
angenommenen Unsicherheiten in
den Landmarkenlagen. Zur Loka-
lisierung eines mobilen Roboters
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mit Hilfe eines Distanzsensor{Arrays werden nat�urliche Umweltmerkmale durch zwei Ty-
pen von Landmarken repr�asentiert, das Winkelme�system ben�otigt einen Typ von passiven
k�unstlichen Landmarken.

Distanzsensor{Array: W�ande, Schr�anke, T�uren und Tischkanten werden in der zwei-
dimensionalen Projektion durch Strecken modelliert. Es wird dabei die in Abb. 3.3 gezeigte
redundante Beschreibung einer Strecke durch vier Parameter xW , yW ,  W , LW verwen-
det, welche gew�ahrleistet, da� die Wirkung der angenommenen Lageunsicherheiten auf die
Sch�atzung der Roboterlage nicht von der Lage der Landmarke bez�uglich des Inertialkoor-
dinatensystems abh�angt. Der Winkel  W bezeichnet den Winkel zur reektierenden Seite
des ebenen Reektors. LW gibt die Gesamtl�ange des Reektors an. Vertikale Strukturen wie
T�urst�ocke, Ecken und Tischbeine werden in der zweidimensionalen Projektion als Punkte
modelliert.

Winkelme�system: Die im Zusammenhang mit dem Winkelme�system zur Lokalisie-
rung verwendeten k�unstlichen Landmarken werden in der zweidimensionalen Projektion als
Punkte modelliert.

Die Lagen der Landmarken bez�uglich des Inertialkoordinatensystems werden entweder
1. einem Geb�audeplan entnommen, 2. manuell vermessen, oder 3. mit den Me�systemen
des Roboters w�ahrend einer Erkundungsfahrt unter menschlicher Aufsicht bestimmt oder
verbessert. Die so erhaltenen Landmarkenpositionen werden dann zusammen mit ermittelten
Unsicherheiten in die Umweltkarte eingetragen.

Die Lage xLM der Landmarken ist im Fall von Landmarken mit punktf�ormiger Projektion
jeweils durch

xLM;P =
h
xP ; yP

iT
;

und im Fall von Landmarken mit linienf�ormiger Projektion durch

xLM;W =
h
xW ; yW ;  W

iT

gegeben. Fehler �xLM in der Lage der Landmarken xLM werden hier als konstante, additive
Gr�o�en angenommen und im mengentheoretischen Sinne durch Amplitudengrenzen beschrie-
ben. Es wird also vorausgesetzt, da� sich die tats�achliche, aber unbekannte Landmarkenlage
~xLM innerhalb einer Menge X LM be�ndet. X LM wird hier durch ein Ellipsoid beschrieben,
das um die beste vorliegende Sch�atzung der Landmarkenlage zentriert ist. Der Mittelpunkt
wird deshalb als nominale Landmarkenlage x̂LM bezeichnet. Die Menge ist gegeben durch

X LM =
n
xLM : xLM = x̂LM +�xLM ; �xLM 2 �X LM

o
;

mit

�X LM =
�
�xLM :

�
�xLM

�T �
XLM

�
�1

�xLM � 1
�

;

wobei XLM gem�a� Anhang B.1 die De�nitionsmatrix des Ellipsoids darstellt.

In die Umweltkarte werden zus�atzlich Trennlinien eingetragen, welche die Verdeckungen
der Landmarken durch bekannte Objekte nachbilden.
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3.3 Bestimmung der initialen Roboterlage

In diesem Abschnitt wird ein schnelles und zuverl�assiges Verfahren zur Initialisierung der
Roboterlagesch�atzung auf der Basis von Winkelmessungen zu bekannten Landmarken vorge-
stellt. Dieses Verfahren wird in �ahnlicher Art und Weise auch f�ur die Initialisierung mit Hilfe
von Distanzsensor{Arrays verwendet [11, DA1]. Das betrachtete Szenario ist sehr allgemein
und durch folgende Merkmale gekennzeichnet:

� Die Landmarken sind mit dem Winkelme�system nicht zu unterscheiden, d.h. sie sind
nicht kodiert.

� Es k�onnen Fehlmessungen auftreten, d.h. einige der gemessenen Winkel stammen nicht
von modellierten Landmarken, sondern von unbekannten Objekten.

� Die Initialisierung kann in R�aumlichkeiten mit nichtkonvexem Grundri� statt�nden,
wobei es zu Verdeckungen von Landmarken durch bekannte station�are Gegenst�ande
wie z.B. W�ande oder Schr�anke kommt. Diese werden, wie bereits im letzten Ab-
schnitt angesprochen, durch Trennlinien modelliert. Weiterhin treten Verdeckungen
durch unbekannte Objekte auf.

Zur Initialisierung der Roboterlage mu� zun�achst die Zuordnung der gemessenen Winkel zu
den Landmarken bestimmt werden, dann kann die Lage berechnet werden. Ein einfaches
Beispiel ist in der Abb. 3.4 dargestellt.

Eine naive, enumerative Vorgehensweise zur L�osung des Zuordnungsproblems w�urde zu
einer kombinatorischen Explosion f�uhren. Es wird daher im folgenden ein e�zienter Zuord-
nungsalgorithmus hergeleitet. Dazu werden einige selbstverst�andliche Annahmen gemacht:

� Es liegen N > 3 gemessene Winkel vor. Es sind mindestens N = 3 Winkel n�otig, um
die Lage eines Roboters in der Ebene zu bestimmen, falls die Zuordnung von Winkeln
zu Landmarken bekannt ist. N > 3 Winkel sind notwendig, falls die Zuordnung noch
bestimmt werden mu�.

� Die Positionen der Landmarken sind zusammen mit den angenommenen Positionsun-
sicherheiten in einer Umgebungskarte verzeichnet.

� Es existiert Vorwissen �uber die Roboterlage, welches in der Form eines Lageellipso-
ids Xa priori spezi�ziert wird, das alle m�oglichen initialen Roboterlagen enth�alt. Dieses
Vorwissen kann entweder von einem Benutzer oder aus der vorhergehenden Mission
stammen.

Weiterhin wird eine vereinfachende Annahme gemacht, die in typischen Applikationen erf�ullt
ist und einen Vorverarbeitungsschritt erlaubt, der die Komplexit�at des Problems deutlich
reduziert: Alle bekannten Landmarken lassen sich �uber einen geschlossenen Linienzug ver-
binden, welcher entlang der Trennlinien, d.h. niemals im Freiraum, verl�auft. In diesem Fall
l�a�t sich eine standortinvariante Sortierung der Landmarken �nden, Abb. 3.5. Die Landmar-
ken lassen sich also derart sortieren, da� die von einem beliebigen Standort innerhalb des
eingeschlossenen Gebiets sichtbaren Marken in aufsteigender Reihenfolge gesehen werden,
wenn das Winkelme�system die Umgebung im mathematisch positiven Sinn abtastet. Diese
Sortierung der Landmarken mu� nur ein einziges Mal durchgef�uhrt werden.

Gilt diese Annahme nicht, so l�a�t sich der Raum trotzdem immer derart aufteilen, da�
innerhalb einer Parzelle eine standortinvariante Sortierung der Landmarken m�oglich ist. Das
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zu beschreibende Suchverfahren l�a�t sich also auch auf allgemeinere Landmarkenkon�gura-
tionen erweitern.

Der Zuordnungsalgorithmus wird mit Hilfe eines Interpretations{Baums [12, 18] herge-
leitet, wobei in der ersten Schicht des Baumes der erste gemessene Winkel den Landmarken
zugeordnet wird, in der zweiten Schicht der zweite Winkel, : : : . F�ur N gemessene Winkel
hat der Baum damit eine Tiefe von N Schichten. Wie in der Abb. 3.6 gezeigt, gibt ein Kno-
ten mit der Nummer Zi 2 f1; 2; : : : ;Mg diejenige Landmarke an, welche dem gemessenen
Winkel i zugeordnet wird. Damit wird eine Zuordnung von N Messungen zu Landmarken
als Vektor

Z = [Z1; Z2; : : : ; ZN ]
T

repr�asentiert.
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Abbildung 3.4: Beispiel zur Bestimmung der initialen Roboterlage mit Hilfe von Winkel-
messungen zu bekannten Landmarken, wobei zun�achst die Zuordnung von
Winkelmessungen zu Landmarken unbekannt ist. a) Die Karte der bekann-
ten vertikalen Landmarken. b) Der Satz der bez�uglich des Roboterkoordi-
natensystems gemessenen Winkel. c) Erfolgte Zuordnung von Winkelmes-
sungen zu Landmarken, wobei der Datensatz Fehlmessungen enthielt und
einige Landmarken nicht detektiert wurden.
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Abbildung 3.5: Beispiel f�ur einen Innenraum, in dem eine standortinvariante Sortierung
der Landmarken m�oglich ist.

Schicht 1

Schicht 2

Schicht 3

1 2 M1 2 M 1 2 M
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1 2 M 1 2 M

Wurzel

Knoten

Abbildung 3.6: Verwendung eines Interpretationsbaums zur Herleitung des Zuordnungsal-
gorithmus.

3.3.1 Schnelle Exploration des Interpretationsbaums

Ausgehend von der Wurzel wird der Interpretationsbaum in einer Tiefensuche exploriert.
Da es schon bei wenigen Landmarken nicht mehr sinnvoll ist, alle Knoten zu durchlaufen,
werden w�ahrend der Exploration einige Bedingungen �uberpr�uft, welche es bei Nichterf�ullung
erlauben, schon m�oglichst in den ersten Schichten ganze Unterb�aume zu entfernen, ohne
diese explizit zu untersuchen.

Zur Vorbereitung der Exploration wird zun�achst eine Sichtbarkeitsmatrix V 2 MN;M

bestimmt. Die Elemente Vij sind boole'sche Variable, welche nur dann WAHR sind, falls die
Einzelmessung �i von der Landmarke j stammt. V wird erstellt, indem von Xa priori aus f�ur
jeden einzelnen gemessenen Winkel die m�ogliche Sichtbarkeit von Landmarken �uberpr�uft
wird. Falls die Zeile i der Sichtbarkeitsmatrix keinen wahren Wert enth�alt, so wurde die
Messung �i bereits als Fehlmessung identi�ziert. Die Zeile i wird in diesem Fall entfernt und
die Anzahl der Messungen N dekrementiert.

Es ergeben sich damit die folgenden Bedingungen, mit denen w�ahrend der Exploration
schnell Unterb�aume verworfen werden k�onnen:
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Schicht 1

Schicht 2

Schicht 3
21 3 4 21 3 4 21 3 4 21 3 4

1 2 3 4

1

Wurzel

Abbildung 3.7: Beschneiden des Interpretationsbaums durch Ordnungsbedingungen und
die daraus resultierende Reihenfolge der Exploration: Ausschnitt aus ei-
nem beispielhaften Interpretationsbaum f�ur 3 gemessene Winkel und 4
Landmarken.

1. Da die gemessenen Winkel und auch die Landmarken geordnet sind, brauchen in der
Ebene i nur Knoten ber�ucksichtigt werden, f�ur die gilt

Zi 2 f(Zi�1 + 1)modM ; : : : ; (Z1 �N � 1 + i)modMg :

Alle anderen Knoten und die entsprechenden Unterb�aume k�onnen verworfen werden,
wie in der Abb. 3.7 verdeutlicht.

2. Ist der Eintrag Vij in der Sichtbarkeitsmatrix V FALSCH, so k�onnen alle Teilb�aume
ausgehend von Knoten j in der Schicht i verworfen werden.

3. Beim Durchlaufen des Baumes werden auch Teilzuordnungen durch einen Modelltest
�uberpr�uft. Ist schon eine Teilzuordnung nicht plausibel, wird der darunterliegende
Teilbaum verworfen.

Die Plausibilit�at eines Zuordnungskandidaten wird mit Hilfe eines Modelltests �uberpr�uft.
Hierzu wird mit Hilfe der in Kapitel 4.1 noch herzuleitenden geschlossenen L�osung die Menge
aller m�oglichen Roboterpositionen f�ur die zu testende Zuordnung berechnet. Liegt die L�osung
innerhalb der a priori gegebenen Fehlergrenzen f�ur die Winkelmessung und die Landmar-
kenpositionen, so wird zus�atzlich �uberpr�uft, ob die L�osung mit dem Vorwissen kompatibel
ist und ob alle zugeordneten Landmarken sichtbar sind. Sind diese drei Bedingungen erf�ullt,
ist der Kandidat plausibel, sonst wird er verworfen.

Diese Form der Beschneidung des Interpretationsbaums f�uhrt zu einer enormen Reduk-
tion der erforderlichen Suchschritte. Leider l�a�t sich kein allgemeing�ultiger Ausdruck f�ur die
erzielte Einsparung angeben, da der Verlauf der Exploration des Interpretationsbaums von
der konkreten Landmarkenkon�guration abh�angt.

3.3.2 Behandlung von Fehlmessungen

Im vorigen Abschnitt wurde ber�ucksichtigt, da� einige der Landmarken verdeckt sind, zu
diesen also keine Winkel gemessen werden k�onnen. Es wurde aber davon ausgegangen, da�
ein gemessener Winkel von einer modellierten Landmarke stammt, falls die entsprechende
Zeile in der Sichtbarkeitsmatrix mindestens ein wahres Element enth�alt. In der Tat kann
es sich aber auch hierbei um Fehlmessungen handeln, so da� auch Zuordnungen untersucht
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werden m�ussen, welche sich durch Entfernen von diesen Winkeln aus dem Originaldatensatz
ergeben. Dabei wird allerdings vorausgesetzt, da� mindestens Nmin Winkel g�ultig sind, wobei
Nmin > 3 gilt, wie bereits auf Seite 34 vorausgesetzt.

Das Ziel ist das schnellstm�ogliche Au�nden derjenigen plausiblen Zuordnung [12], welche
die kleinste Anzahl der gemessenen Winkel als Fehlmessungen interpretiert, da die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens von Mehrdeutigkeiten mit steigender Anzahl der gemessenen
Winkel sinkt. Zur Herleitung einer geeigneten Suchreihenfolge wird gedanklich in jeder Ebene
ein Zusatzknoten eingef�uhrt, welcher das Entfernen des entsprechenden Winkels symbolisiert.
Diese Knoten werden beim Durchlauf als letztes, d.h. vor dem Backtracking in die vorher-
gehende Ebene, aufgedeckt. Es werden aber niemals mehr als N �Nmin dieser Zusatzknoten
aufgedeckt, d.h. niemals mehr als N � Nmin Winkel entfernt. Wird im Verlauf der Suche
eine plausible Zuordnung gefunden, welche mehr als Nmin Winkel beinhaltet, so wird Nmin

inkrementiert.

3.4 Fortschreibung der Roboterlage

durch Koppelnavigation

Ist die anf�angliche Initialisierung abgeschlossen, so kann sich der Roboter in Bewegung set-
zen, wobei die Roboterlage durch Koppelnavigation fortgeschrieben wird. Unter Koppel-
navigation ist die inkrementelle Fortschreibung einer gegebenen Roboterlage mit Hilfe von
internen Sensoren zur Bestimmung der Lage�anderung zu verstehen. In Abschnitt 3.4.1 wird
zun�achst der allgemeine Formalismus zur Fortschreibung der Roboterlage vorgestellt, wobei
als Besonderheit eine mengentheoretische Betrachtungsweise vorgenommen wird.

F�ur den interessanten Spezialfall eines omnidirektionalen Roboters mit mehreren un-
abh�angig lenkbaren, konventionellen R�adern wird in Abschnitt 3.4.3 ein odometriebasiertes
Koppelnavigationsverfahren dargestellt. Dabei dient ein Modell der Fahrzeugkinematik zur
Berechnung der Lage�anderung. Die f�ur diese Klasse von mobilen Robotern typischen Unsi-
cherheiten in der Odometrie werden ber�ucksichtigt und ihre Auswirkungen auf das Ergebnis
der inkrementellen Lagesch�atzung untersucht.

3.4.1 Koppelnavigationsgleichungen

Die gesch�atzte Lage des Roboters zum Zeitpunkt k � 1 wird mit xSk�1 =
h
xSk�1; y

S
k�1;  

S
k�1

iT
bezeichnet. Ist die inkrementelle Lage�anderung x�k zwischen den Zeitpunkten k � 1 und k
bez�uglich der Roboterlage xSk�1 gegeben, so ergibt sich f�ur die pr�adizierte Roboterlage zum
Zeitpunkt k der bekannte Zusammenhang

xPk = xSk�1 +Tkx
�
k (3.1)

mit der Rotationsmatrix

Tk =

2
64
cos( S

k�1) � sin( S
k�1) 0

sin( S
k�1) cos( S

k�1) 0
0 0 1

3
75 :

Dieser Zusammenhang wird im folgenden mengentheoretisch interpretiert.
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a) b) c)

Abbildung 3.8: a) Die vom Odometriesystem bereitgestellte Menge inkrementeller La-
ge�anderungen X�

k . b) Darstellung der exakten Minkowski{Summe
von X P

k�1 und X�
k gem�a� (3.2). c) Die Approximation der exakten

Minkowski{Summe durch ein H�ullellipsoid gem�a� (3.4).

3.4.2 Perturbationsanalyse f�ur die Koppelnavigation

Es wird nun angenommen, da� Unsicherheiten in der inkrementellen Lage�anderung x�k un-
bekannt, aber in der Amplitude begrenzt sind. Die Menge aller m�oglichen Lageinkremente
sei durch ein Ellipsoid

X�
k =

�
x�k :

�
x�k � x̂�k

�T �
X�

k

�
�1 �

x�k � x̂�k
�
� 1

�

gegeben. Die exakte Menge der durch die Koppelnavigation fortgeschriebenen Lagesch�atzun-
gen X P

k ergibt sich damit als

X P
k =

n
xPk : xPk = I xSk�1 +Tk x

�
k ; x

S
k�1 2 X S

k�1 ; x
�
k 2 X�

k

o
; (3.2)

wie in der Abb. 3.8 a) dargestellt, ist jedoch im allgemeinen kein Ellipsoid, Abb. 3.8 b). Zur
unkomplizierten Bestimmung eines Ellipsoids als Approximation von X P

k wird zun�achst eine
Linearisierung um die nominalen Werte durchgef�uhrt. Damit ergibt sich

xPk � x̂Pk � JSk

�
xSk�1 � x̂Sk

�
+ T̂k

�
x�k � x̂�k

�
(3.3)

mit der Jacobi{Matrix

JSk =

2
6664
1 0 �

�
ŷPk � ŷSk�1

�
0 1

�
x̂Pk � x̂Sk�1

�
0 0 1

3
7775 :

X P
k kann nun gem�a� Abschnitt 2.6.2 durch das H�ullellipsoid f�ur die Minkowski{Summe in

(3.3) approximiert werden, Abb. 3.8 c), d.h.

X P
k �

�
xPk :

�
xPk � x̂Pk

�T �
XP

k

�
�1 �

xPk � x̂Pk
�
� 1

�
; (3.4)

mit

x̂Pk = I x̂Sk�1 + T̂k x̂
�
k
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Abbildung 3.9: Omnidirektionaler Roboter. Idealisierte Betrachtung: Die Radnormalen
schneiden sich in einem Punkt.

und

XP
k =

1

0:5� �J
S
k X

S
k�1

�
JSk

�T
+

1

0:5 + �
T̂kX

�
k T̂

T

k ; �0:5 < � < 0:5 :

� f�ur minimales Volumen XP
k ergibt sich gem�a� Anhang B.5.

3.4.3 Omnidirektionale Roboter mit konventionellen R�adern

Im folgenden wird nun der wichtige Spezialfall von Fahrzeugen mit einer beliebigen Anzahl
von unabh�angig lenkbaren, konventionellen R�adern diskutiert. Im Hinblick auf eine �uber-
sichtliche Darstellung und die Applikation, Kapitel 5, werden hier o.B.d.A. nur drei lenkbare
R�ader betrachtet, von denen eines angetrieben wird, Abb. 3.9. Voraussetzung f�ur den Fahr-
betrieb ist dabei die Koordinierung der R�ader. Im Idealfall sollten sich die Radnormalen in
einem Punkt, dem sogenannten Drehzentrum (DZ), schneiden. In der Praxis ist jedoch mit
Abweichungen zu rechnen [DA5].

Zur Beschreibung des Drehzentrums wird eine singularit�atenfreie Darstellung ben�otigt.
Hierzu wird ein Bezugssystem ausgew�ahlt, in dessen �{Umgebung das Drehzentrum niemals
zu liegen kommt. Es bietet sich dabei an, das Bezugssystem in den Drehpunkt des ange-
triebenen Rades zu legen, da die Lage des Drehzentrums in der unmittelbaren N�ahe des
angetriebenen Rades auch aus physikalischen Gr�unden ausgeschlossen werden mu�. Das an-
getriebene Rad wird o.B.d.A. als Rad 1 bezeichnet. Jede physikalisch sinnvolle Lage xDZk
des Drehzentrums bez�uglich des Roboterkoordinatensystems zum Zeitpunkt k kann nun
durch verallgemeinerte Polarkoordinaten �DZk , �DZk bez�uglich des Koordinatensystems von
Rad 1 in einem endlichen Zahlenbereich beschrieben werden. Die Transformation zwischen
kartesischen und verallgemeinerten Polarkoordinaten lautet

xDZk = xR1 � 1

�DZk
sin

�
�DZk

�

yDZk = yR1 +
1

�DZk
cos

�
�DZk

�
;
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wobei [xR1; yR1] die Position des Koordinatensystems von Rad 1 bez�uglich des Roboterko-
ordinatensystems bezeichnet. Betrachtet man nun noch den zur�uckgelegten Weg Wk des
Rades 1, so l�a�t sich diese Roboterkinematik vollst�andig durch �DZk , �DZk und Wk beschrei-
ben. Unter der Annahme, da� �DZk , �DZk zum Zeitpunkt k � 1 eingestellt werden und sich
bis zum Zeitpunkt k nicht �andern, ergibt sich die inkrementelle Lage�anderung bez�uglich des
Roboterkoordinatensystems zum Zeitpunkt k � 1 zu [DA3]

x�k =Wk

2
664
cos

�
�DZk

�
+ �DZk yR1

sin
�
�DZk

�
� �DZk xR1

�DZk

3
775 : (3.5)

Dies gilt allerdings nur f�ur exakte Werte der absoluten Lage zum letzten Zeitpunkt und
exakte Werte f�ur �DZk , �DZk und Wk. In der Praxis m�ussen die Gr�o�en �DZk , �DZk und Wk

aber aus gest�orten Me�gr�o�en gesch�atzt werden. Als Me�gr�o�en stehen die Radlenkwinkel
�
(i)
k zum Zeitpunkt k und die zur�uckgelegten Wege W

(i)
k der einzelnen R�ader zwischen den

Zeitpunkten k � 1 und k zur Verf�ugung.

Die Hauptfehlerquellen der Odometrie bei einem omnidirektionalen Roboter mit meh-
reren unabh�angig lenkbaren R�adern sind durch 1. Abweichungen bei der Radkoordination,
2. Fehler bei der Messung des zur�uckgelegten Weges der einzelnen R�ader und 3. Unsicher-
heiten in den Radablaufpunkten gegeben. Unsicherheiten in der Lage der Drehpunkte der
R�ader und in den gemessenen Lenkwinkeln werden hier vernachl�assigt. Abweichungen bei
der Radkoordination bedeuten, da� die Radnormalen im allgemeinen drei Schnittpunkte
aufweisen, also kein eindeutiges Drehzentrum existiert. Fehler in der gemessenen Wegl�ange
stammen von Verunreinigungen sowie Abrieb und der daraus resultierende Ver�anderung der
e�ektiven Raddurchmesser. Unsicherheiten in den Radablaufpunkten sind durch eine von
Null verschiedene Breite der R�ader bedingt.

Zur Sch�atzung der Gr�o�en �DZk , �DZk und Wk werden alle sechs Me�gr�o�en �
(i)
k , W

(i)
k , i =

1; 2; 3 herangezogen und zun�achst die Schnittpunkte der Radnormalen bestimmt. Es ergeben

sich im allgemeinen drei Schnittpunkte
h
�
DZ,1
k ; �

DZ,1
k

iT
,
h
�
DZ,2
k ; �

DZ,2
k

iT
,
h
�
DZ,3
k ; �

DZ,3
k

iT
, welche

in Abb. 3.10 dargestellt sind. Der Schwerpunkt der drei Schnittpunkte wird als nominales
Drehzentrum verwendet und dient gleichzeitig als Mittelpunkt einer Unsicherheitsellipse.
Deren Gr�o�e und Ausrichtung wird durch die Lage der drei Schnittpunkte de�niert. Es wird
dabei angenommen, da� das tats�achliche, also unbekannte, Drehzentrum innerhalb dieser

Ellipse liegt. Damit gilt also
h
~�DZk ; ~�DZk

iT 2 
DZ
k .

Zur Bestimmung von Wk werden die gemessenen Weginkremente W
(i)
k auf Rad 1 um-

gerechnet und mit W (1;i)
k bezeichnet. Bei dieser Umrechnung m�ussen sowohl Unsicherheiten

in den jeweiligen Radablaufpunkten �Ri als auch die Unsicherheit in der Lage des Dreh-
zentrums ber�ucksichtigt werden. Wk ergibt sich dann als Mittelwert der W

(1;i)
k . Aus 
DZ

k

und einem Intervall f�ur Wk wird die Menge der Lage�anderungen X�
k berechnet. Diese kann

schlie�lich in die allgemeine Koppelnavigationsgleichung nach (3.4) eingesetzt werden.

3.5 Rekursive Lokalisierung mit Winkelme�systemen

Die im letzten Abschnitt beschriebene Fortschreibung der Roboterlage durch Koppelnaviga-
tion geschieht �uber die Integration von Lageinkrementen, was zur Akkumulation von Me�feh-
lern f�uhrt. In diesem Abschnitt wird nun die laufende St�utzung der gesch�atzten Roboterlage
durch Winkelmessungen zu bekannten Landmarken diskutiert.
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T

T

T

Abbildung 3.10: Omnidirektionaler Roboter. Reale Situation: Abweichungen bei der Rad-
koordinierung.

Dazu wird ein besonders zuverl�assiges Lokalisierungsverfahren vorgeschlagen [116], wel-
ches durch Kombination von Koppelnavigation und vorangegangenen Messungen ein internes
Modell der aktuellen Umgebungssituation aufrechterh�alt. Damit k�onnen w�ahrend der Fahrt
laufend die gerade sichtbaren Landmarken pr�adiziert werden. F�ur diese Landmarken werden
dann Winkelhypothesen in Form von Intervallen aufgestellt, die zur Validierung tats�achlicher
Winkelmessungen dienen: Ein gemessener Winkel wird derjenigen Landmarke zugeordnet,
deren Hypothese erf�ullt wird. In diesem Fall wird die Messung mit der pr�adizierten Robo-
terlage fusioniert und dient damit wieder der Verringerung des Pr�adiktionsfehlers zwischen
dem internen Modell und der Realit�at. Kann dem gemessenen Winkel keine Landmarke
zugeordnet werden, so wird die Messung verworfen.

3.5.1 Bestimmung potentiell sichtbarer Landmarken

Die in der Umweltkarte verzeichneten Landmarken werden von der pr�adizierten Roboter-
lage aus auf Verdeckungen durch Trennlinien untersucht. Hierzu wird zun�achst die Strecke
von der nominalen Roboterposition zur jeweiligen Landmarke bestimmt. Schneidet diese
Strecke keine der in der Karte verzeichneten Trennlinien, so gilt die Landmarke als potentiell
sichtbar.

Die Bestimmung der potentiell sichtbaren Landmarken kann mit einer geringeren Rate
als Messung/Fusion erfolgen, da sich die Sichtbarkeit der Landmarken verglichen mit den
Me�werten nur selten �andert. Weiterhin braucht keine strenge Synchronisation vorgenom-
men werden, da Fehler bei der Bestimmung der Sichtbarkeit der Landmarken vom Lokali-
sierungsverfahren kurzzeitig toleriert werden. Dies wird in der prototypischen Implementie-
rung ausgenutzt, und die Bestimmung potentiell sichtbarer Landmarken als niederpriorer,
asynchroner, nebenl�au�ger Proze� ausgef�uhrt.
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koordinaten-

system

Landmarke 1

Landmarke 2
Landmarke 3

Landmarke 4

Inertial-
koordinaten-
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Abbildung 3.11: �Uberpr�ufung eines gemessenen Winkels durch Vergleich mit den gem�a�
Abschnitt 3.5.2 f�ur alle sichtbaren Landmarken aufgestellten Winkelhy-
pothesen. Fall a) Gemessener Winkel wird verworfen. Fall b) Gemessener
Winkel wird akzeptiert.

3.5.2 Aufstellen von Winkelhypothesen

Nachdem dem Winkelme�system mit dem Verfahren aus dem vorigen Abschnitt die potenti-
ell sichtbaren Landmarken zugewiesen wurden, kann aus der pr�adizierten Roboterlage zum
Zeitpunkt k nun f�ur jede Landmarke i ein zu erwartender Winkel bestimmt werden. F�ur
einen solchen hypothetischen Winkel gilt

(i)�
hyp
k = atan2

�
xLMi � xPk ; yLMi � yPk

�
�  P

k :

Unter Ber�ucksichtigung sowohl der Unsicherheiten in der Landmarkenposition als auch der
Unsicherheiten in der Fahrzeugposition ergibt sich daraus (i)�

hyp
k 2 (i)Ahyp

k mit

(i)Ahyp
k =

n
(i)�

hyp
k :

���(i)�hypk � (i)�̂
hyp
k

��� � (i)�
�;hyp
k

o
; (3.6)

wobei (i)�̂
hyp
k den Nominalwert und (i)�

�;hyp
k die maximale Abweichung vom Nominalwert

angibt.
Bei der Messung des Winkels �k zum Zeitpunkt k treten zus�atzlich Me�unsicherheiten

auf. Hierbei wird angenommen, da� der wahre Winkel ~�k in einer Menge Ak liegt, welche
durch

Ak = f�k : j�k � �̂kj � ��k g
gegeben ist. �̂k ist der Me�wert und ��k ist eine a priori gegebene Grenze f�ur den Me�fehler.
Die Menge Ak der m�oglichen Winkel zu einer Landmarke wird nun mit den Winkelhypothe-
sen f�ur alle sichtbaren Landmarken verglichen. Existieren, wie in der Abb. 3.11 b) dargestellt,
gemeinsame Punkte mit einem der durch (3.6) de�nierten Intervalle, so wird der gemessene
Winkel der entsprechenden Landmarke zugewiesen, sonst verworfen, Abb. 3.11 a).
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3.5.3 Menge der Roboterlagen de�niert durch die Winkelmessung

Wurde der gemessene Winkel �k akzeptiert, so kann die Menge aller Fahrzeuglagen bestimmt
werden, welche kompatibel mit der Messung sind. Die exakte Menge aller Fahrzeugpositio-
nen zum Zeitpunkt k ergibt sich bei Ber�ucksichtigung der Unsicherheiten in sowohl der
Winkelmessung als auch der Landmarkenposition zu

XM
k =

n
xMk : sin

�
�k +  M

k

� n
xLM � xMk

o
= cos

�
�k +  M

k

� n
yLM � yMk

o
;

�k 2 Ak ; x
LM 2 X LM

o
:

Da es sich hier um eine Menge mit einer komplizierten Berandung handelt, wird XM
k durch

die Menge

XM
k �

n
xMk : zk = HT

k x
M
k + ek ; e

2
k � Ek

o

approximiert, welche als Berandung zwei parallele Ebenen aufweist. zk, Hk und Ek erge-
ben sich durch Linearisierung um den Nominalwert der pr�adizierten Roboterlage x̂Pk , den
gemessenen Winkel �̂k und die nominale Landmarkenposition x̂LM.

3.5.4 Fusion der Winkelmessung mit pr�adizierter Roboterlage

Eine L�osung f�ur die Roboterlage wird nun durch zwei Mengen de�niert: 1. Die Menge X P
k

der durch die Koppelnavigation pr�adizierten Roboterlagen und 2. die Menge XM
k der mit

der Winkelmessung kompatiblen Roboterlagen. X P
k ist ein dreidimensionales Ellipsoid, XM

k

ist ein Hyperstreifen in drei Dimensionen, d.h. durch zwei parallele Ebenen begrenzt.

Verfahren zur Fusion der beiden Mengen X P
k und XM

k wurden bereits in Kapitel 2.6
vorgestellt. Hier wird darum nur auf die Besonderheiten der mengenbasierten Fusion im
Spezialfall des Winkelme�systems eingegangen: Eine winkelbasierte Lagesch�atzung weist,
bedingt durch das Me�prinzip, eine h�ohere Genauigkeit bei der Sch�atzung der Orientierung
 S des Roboters als bei der Sch�atzung der Position

h
xS; yS

i
auf. Bei der Approximation der

Schnittmenge von XM
k und X P

k durch ein H�ullellipsoid ist es deshalb erw�unscht, die Orien-
tierungssch�atzung konservativ zu behandeln, falls dadurch die kritischere Positionssch�atzung
genauer wird. Um dies zu erreichen, wird anstelle des H�ullellipsoids mit minimalem Volu-
men das H�ullellipsoid mit der minimalvolumigen Projektion auf die x=y{Ebene als Fusions-
ergebnis verwendet. Durch dieses Vorgehen werden nur Messungen verwendet, welche auch
tats�achlich die Genauigkeit der Positionssch�atzung verbessern [116].

3.5.5 Zusammenfassung

Das vorgeschlagene Verfahren zur rekursiven Lokalisierung eines mobilen Roboters mit Hilfe
von Koppelnavigation und einem Winkelme�system ist f�ur einen Abtastzeitschritt in der
Abb. 3.12 zusammengefa�t.
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Bestimme die Intervalle (i)A
hyp
k der hypothetischen Winkel f�ur alle sichtbaren

Landmarken i = 1; : : : ; N an der pr�adizierten Roboterlage XP
k (Abschnitt 3.5.2)
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N
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k
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S
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Abbildung 3.12: Zusammenfassung des Ablaufs der rekursiven Lokalisierung mit einem
Winkelme�system (ein Takt).

3.6 Rekursive Lokalisierung mit Distanzsensor{Arrays

Im folgenden wird angenommen, da� der betrachtete mobile Roboter gem�a� Abb. 3.13 mit
Distanzsensoren ausgestattet ist, welche nach dem Puls{Echo{Prinzip arbeiten. Dabei kann
es sich beispielsweise um Ultraschallsensoren handeln, die aus der Laufzeit zwischen dem
Aussenden eines Schallpulses und dem Eintre�en der Echos die Entfernung zu Objekten
bestimmen [111].

F�ur einen Roboter mit dieser Ausstattung wird eine neue Methode zur zuverl�assigen

und pr�azisen Lokalisierung vorgestellt. �Ahnlich wie bei der Behandlung von Daten des
Winkelme�systems �el hier die Wahl auf ein rekursives Verfahren. Dabei wird die �uber
Koppelnavigation pr�adizierte Roboterlage zusammen mit einer Umweltkarte zur Erh�ohung
der Me�genauigkeit und Me�rate der Distanzsensoren genutzt, wozu folgende Ma�nahmen
dienen:

1. Dynamische Rekon�gurierung: Es werden nur diejenigen Sensoren verwendet, die
zur Verbesserung der Lagesch�atzung beitragen k�onnen. Aus der Umweltkarte werden
geeignete Merkmale als Landmarken gew�ahlt und passend ausgerichtete Sensoren zu
Arrays zusammengefa�t. Durch eine st�andige Rekon�gurierung verfolgen diese Arrays
damit die ihnen zugeordneten Landmarken. Diese Form der Sensoreinsatzplanung er-
laubt in einer Implementierung die elektronische Ausrichtung der Sensoren, so da�
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Konfigurierung

Landmarke 1 Landmarke 2

Signalquellen
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Abbildung 3.13: Dynamische Rekon�gurierung der Distanzsensor{Arrays: a) Die zur
Verf�ugung stehenden Signalquellen und Mikrophone. b) Kon�gurierung
des Systems in Abh�angigkeit von der pr�adizierten Lage der Landmar-
ken �! Bildung von virtuellen Sensoren aus einem Array physikalischer
Elemente.

keine beweglichen Teile erforderlich sind und damit langwierige Scan{Vorg�ange wie in
[4, 5, 63] vermieden werden.

2. Bildung von Me�hypothesen: Jeder virtuelle Sensor steigert die Robustheit des
Me�vorgangs durch Pr�adiktion der zu messenden Distanzen und einer sich daraus
ergebenden Fensterung der Me�signale.

3. Zeitmultiplex{Verfahren: Durch die Fensterung entstehen Auslastungspausen in
den Me�kan�alen, so da� die Datenrate durch Verschachtelung mehrerer paralleler Me�-
sequenzen stark erh�oht werden kann.

4. Arrays zur Vermessung von Umweltmerkmalen: Durch die Verwendung von
Me�arrays k�onnen im Gegensatz zur Verwendung von Einzelsensoren aus einer Mes-
sung unmittelbar die geometrischen Parameter einer Landmarke bestimmt werden. F�ur
eine Wand erh�alt man damit beispielsweise aus einer Messung nicht nur den Abstand,
sondern auch die Orientierung.

Aus der Lage der Landmarken bez�uglich des Roboterkoordinatensystems wird mit Hilfe
des Umweltmodells die Lage des Roboters in der Welt ermittelt. Diese durch die Messung
de�nierte Roboterlage wird dann mit der pr�adizierten Roboterlage fusioniert.

3.6.1 Dynamische Rekon�gurierung

W�ahrend der Fahrt wird das Distanzsensor{Array von einem einfachen, regelbasierten Algo-
rithmus durch eine laufende Rekon�gurierung st�andig an die aktuelle Umgebung angepa�t.
Hierzu werden aus dem

"
Baukasten\ der zur Verf�ugung stehenden Sende{ und Empfangsele-

mente virtuelle Sensoren zusammengestellt, welche f�ur die Verfolgung einzelner Umweltmerk-
male wie Ecken und W�ande verantwortlich sind. Der Begri� virtueller Sensor bezeichnet hier
die Zusammenfassung mehrerer physikalischer Sensoren zu einer Einheit, welche zusammen
mit einem entsprechenden Auswerteverfahren komplexere Perzeptionsaufgaben wahrnehmen
kann.

Aus der aktuellen Sch�atzung der Fahrzeuglage und der Umweltkarte werden die Lagen
zuverl�assiger Merkmale pr�adiziert und diejenigen Sensoren zu Arrays zusammengefa�t, die
zur Verfolgung am besten geeignet erscheinen. Da die Lagen der Merkmale bez�uglich des
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Wandkoordinatensystem 1

Wandkoordinatensystem 2

Sensor-
koordinaten-

system

Abbildung 3.14: Beispiel zur Kon�gurierung eines Distanzsensor{Arrays f�ur zwei Land-
marken mit linienf�ormiger Projektion. a) Das Szenario. b) Ausschnittsver-
gr�o�erung: Ein Array von physikalischen Elementen als virtueller Sensor
zur Vermessung von Abstand und Orientierung.

Roboterkoordinatensystems schon recht genau bekannt sind, ist jeweils nur ein schmaler
Winkelbereich abzutasten. Es reicht also pro Array ein einziges physikalisches Sendeelement
aus, welches mittig angeordnet wird. Das Prinzip der dynamischen Rekon�gurierung ist in
der Abb. 3.13 dargestellt.

Landmarken mit linienf�ormiger Projektion auf die x=y{Ebene wie W�ande, Schr�anke und
Tischkanten werden bei der Kon�gurierung des Sensorsystems den Landmarken mit punkt-
f�ormiger Projektion wie Ecken und Tischbeinen vorgezogen. Weiterhin werden Landmarken
bevorzugt, welche in einem geringen Abstand zum Roboter liegen. Die folgende Beschreibung
des Algorithmus zur Kon�gurierung des Systems in einer einfachen strukturierten Umgebung
ist wieder auf Landmarken mit linienf�ormiger Projektion beschr�ankt. Das Verfahren f�ur die
Vermessung von Landmarken mit punktf�ormiger Projektion verl�auft analog.

Zun�achst wird vom Nominalwert x̂Pk der aktuellen pr�adizierten Roboterlage aus das Lot
auf alle in der N�ahe des Roboters be�ndlichen linienf�ormigen Landmarken gebildet. F�ur
jede Landmarke ergibt sich damit der Lotaufpunkt Pi; i = 1; : : : ; L, Abb. 3.14. Die Land-
marken werden zun�achst gem�a� ihres Abstandes vom Roboter sortiert. Beginnend mit der
n�achstliegenden Landmarke wird dann �uberpr�uft, ob 1. die reektierende Seite dem Robo-
ter zugewandt ist, 2. Pi innerhalb der Landmarkenabmessungen liegt und ob 3. Pi nicht
verdeckt ist. Sind diese Bedingungen erf�ullt, so wird der Landmarke ein virtueller Sensor
zugewiesen, falls dieser nicht mit einem bereits kon�gurierten Array �uberlappt. Das Array
wird aus derjenigen Signalquelle, deren Hauptachse die kleinste Winkelabweichung vom Lot
aufweist, sowie einer Anzahl von Mikrophonen zusammengestellt. In der Abb. 3.14 a) ist ein
praxisnahes Beispiel f�ur die Kon�gurierung der Sensoren in einer einfachen strukturierten
Umgebung dargestellt. Die Ausschnittsvergr�o�erung zeigt einen der virtuellen Sensoren.
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Abbildung 3.15: Zusammenh�ange zwischen den Koordinatensystemen des Roboters, eines
Sensor{Arrays und einer Wand.

In einer komplexen Umgebung ist es sinnvoll, die Kon�gurierung des Systems nach er-
weiterten Kriterien vorzunehmen. Dabei liegt es auf der Hand, die Landmarken so aus-
zuw�ahlen, da� die Ausdehnung des Unsicherheitsgebiets der Roboterlage in denjenigen Rich-
tungen reduziert wird, die f�ur die Durchf�uhrung der Serviceaufgabe relevant sind. In recht-
winkliger Umgebung bringt ein solches Vorgehen allerdings keinen praktischen Vorteil, da
nur zwei Richtungen zur Reduktion der Unsicherkeit existieren, die mit dem betrachteten
omnidirektionalen Sensorsystem immer unabh�angig ausgew�ahlt werden k�onnen.

3.6.2 Bildung von Me�hypothesen zur Vermeidung von St�orungen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie aus der pr�adizierten Roboterlage X P
k zusammen mit

der Umweltkarte automatisch eine Me�kon�guration bestimmt wird, die f�ur die Vermessung
der im Einzugsbereich be�ndlichen Landmarken am besten geeignet ist. Zus�atzlich wird nun
f�ur jeden Empf�anger innerhalb eines virtuellen Sensors eine Hypothese �uber die zu erwartende
Pulslaufzeit aufgestellt. Es ist somit ausreichend, Echos in einem schmalen Zeitfenster um
den hypothetischen Wert zu detektieren.

F�ur die hypothetische Lage des erwarteten ebenen Reektors bez�uglich des Fahrzeugko-
ordinatensystems ergibt sich mit Abb. 3.15

P r
hyp
W =

h
sin

�
 W

�
;� cos

�
 W

�i "xPk � xW
yPk � yW

#

P�
hyp
W =

�

2
+  W �  P

k ;

(3.7)

womit f�ur die Lage des Reektors in Sensorkoordinaten folgt
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�
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F�ur N Empf�anger erh�alt man mit (4.19) zu erwartende Me�werte

R
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i � 2 senr
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W cos

�
sen�
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W

�o2
+
n
C
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i � 2 senr
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W sin

�
sen�

hyp
W

�o2
(3.9)

i = 1; : : : ; N . Unter Ber�ucksichtigung von Unsicherheiten in der pr�adizierten Roboterlage,
der angenommenen Lage xW des ebenen Reektors und den Me�fehlergrenzen lassen sich
somit Amplitudengrenzen f�ur R

hyp
i gem�a� R

hyp
i 2 Rhyp

i angeben, wobei das Intervall Rhyp
i

durch

Rhyp
i =

n
R
hyp
i :

���Rhyp
i � R̂hyp

i

��� < �
hyp
i

o

gegeben ist. Der Nominalwert oder Mittelpunkt des Intervalls R̂hyp und die halbe Intervall-
breite �hypi ergeben sich durch Einsetzen der Lagemengen XW , X P

k in die Gleichungen (3.7)
bis (3.9).

Aus dem Nominalwert R̂hyp der hypothetischen Me�distanz f�ur den Empf�anger i in einem
virtuellen Sensor errechnet sich zu jedem Zeitpunkt k die pr�adizierte Pulslaufzeit T P

k gem�a�

T P
k =

R̂hyp

c
;

wobei c die Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Die halbe Fensterbreite T F
k ergibt sich zu

T F
k =

�hyp

c
;

wobei hier zur Vereinfachung der Index i zur Bezeichnung des Empf�angers i fortgelassen
wurde.

Zus�atzlich wird noch die Totzeit T tot ben�otigt, die aus der Beeinussung der Empf�anger
�uber den direkten Pfad durch den Sender resultiert. In dieser kurzen Zeit nach dem Senden
ist die Detektion eines Echos nicht m�oglich.

Bei Verwendung von Standardme�verfahren ergibt sich die in Abb. 3.16 a) dargestellte
Me�sequenz, welche die geringe Auslastung des Me�kanals Sender�!Objekt�! Empf�anger
verdeutlicht. Im n�achsten Abschnitt wird ein Zeitmultiplex{Verfahren zur besseren Ausla-
stung des Me�kanals vorgestellt.

3.6.3 Zeitmultiplex{Verfahren zur Erh�ohung der Me�rate

Zur Erh�ohung der Me�rate werden in die ungenutzten Zeitschlitze des Me�kanals weitere
Me�sequenzen eingeschoben. Arbeiten N Standardme�sequenzen parallel, so wird dies als
N{faches Zeitmultiplex{Verfahren bezeichnet [111]. Dieses Vorgehen ist in der Abb. 3.16 f�ur
zwei{ und dreifache Zeitmultiplex{Verfahren beispielhaft dargestellt.

F�ur die Anwendung eines N{fachen Zeitmultiplex{Verfahrens mu� der Zeitschlitz zwi-
schen Senden und Empfangen mindestens N � 1 weitere Me�sequenzen aufnehmen, d.h. es
mu� gelten

T P > N T tot + (2N � 1)T F

Die Me�sequenzen in der Abb. 3.16 sind mit nicht�aquidistanter Abtastung dargestellt, um
diese Bedingung augenf�allig zu machen. Durch einen zeitlichen Versatz der eingeschobenen
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b)

c)

a)

Senden

Abbildung 3.16: Darstellung verschiedener Me�sequenzen zur Herleitung der
Zeitmultiplex{Me�verfahren: a) Schnellstes Standardme�verfahren
ohne �Uberlappung von Me�sequenzen. b) Zweifache, c) dreifache
Verschachtelung von Me�sequenzen in Zeitmultiplex{Verfahren.

a)

b)

Abbildung 3.17: Zeitmultiplex{Me�verfahren aus Abb. 3.16 dargestellt mit gleichm�a�iger
Abtastung: a) zweifache, b) dreifache Verschachtelung von Me�sequenzen.

Me�sequenzen kann aber eine gleichm�a�ige Abtastung erreicht werden, die f�ur die praktische
Anwendung besser geeignet ist, Abb. 3.17.

Als Me�rate f�ur die in den Abbildungen 3.16 und 3.17 dargestellten Zeitmultiplex{
Verfahren ergibt sich

Rme� =
N

T P + T F
:

F�ur ein Luftultraschallsystem vereinfacht sich dieser Ausdruck bei einer Temperatur von
293 K, einer Totzeit T tot = 1:5 ms und einer Fensterbreite von 2T F = 0:6 ms (= 20 cm) zu

Rme� � N
d

d0
+ T F

; d0 = 171:6
m

s

wobei d der Objektabstand in mm ist. Die Me�rate ist in der Abb. 3.18 f�ur verschiedene N
in Abh�angigkeit vom Objektabstand dargestellt. Die durchgezogene Linie gilt f�ur den Fall,
da� jeweils die maximale Anzahl an parallelen Me�sequenzen verwendet wird.
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Abbildung 3.18: Me�rate f�ur ein Luftultraschallsystem nach den in den Abbildungen 3.16
und 3.17 dargestellten Zeitmultiplex{Verfahren bei einer Temperatur von
293 K, einer Totzeit T tot = 1:5 ms und einer Fensterbreite von 2T F = 0:6
ms.

Vereinfachtes Zeitmultiplex{Me�verfahren

Das in der Abb. 3.17 dargestellte Zeitmultiplex{Me�verfahren kann mit geringen Einbu-
�en in der Datenrate so vereinfacht werden, da� es auch mit einfachen, handels�ublichen
Distanzsensoren eingesetzt werden kann. Zu diesem Zweck wird die Forderung aufgegeben,
da� die unterlagerten Standardme�sequenzen nahtlos aneinander anschlie�en. Statt dessen
wird gefordert, da� die Empfangsfenster direkt an die Totzeitfenster anschlie�en. Das daraus
resultierende, vereinfachte Zeitmultiplex{Me�verfahren ist in der Abb. 3.19 dargestellt. Die
Me�rate ist dabei etwas geringer als bei den in den Abbildungen 3.16 und 3.17 dargestellten
Verfahren und durch

Rme� =
N � 1

T P � T tot � T F

gegeben. Die Me�rate f�ur ein Luftultraschallsystem bei einer Temperatur von 293 K, einer
Totzeit T tot = 1:5 ms und einer Fensterbreite von 2T F = 0:6 ms in Abh�angigkeit vom
Objektabstand ist in der Abb. 3.20 dargestellt. Die durchgezogene Linie gilt wieder f�ur
den Fall, da� jeweils die maximale Anzahl an parallelen Me�sequenzen f�ur den gegebenen
Abstand verwendet wird.

3.6.4 Sensor{Arrays zur Vermessung von Umweltmerkmalen

Aus dem Me�vorgang ergeben sich zu jedem Zeitpunkt N Distanzen Ri, i = 1; : : : ; N . Diese
gemessenen Distanzen Ri werden nun mit den hypothetischen Distanzen R

hyp
i verglichen.

DiejenigenRi, welche in der Menge der hypothetischen Rhyp
i liegen, d.h. Rhyp

i 2 Rhyp
i , k�onnen

zur Bestimmung der Lage des ebenen Reektors herangezogen werden. Die Lagebestimmung
geschieht mit Hilfe eines in Kapitel 4, Abschnitt 4.2 noch vorzustellenden Verfahrens. Als
Ergebnis erh�alt man eine Menge m�oglicher Lagen Mrw,

M�w einer Landmarke bez�uglich
des Roboterkoordinatensystems. Die exakte Menge wird wieder durch eine elliptische Menge
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a)

b)

Abbildung 3.19: Vereinfachtes Zeitmultiplex{Me�verfahren mit gleichm�a�iger Abtastung:
a) zweifache, b) dreifache Verschachtelung von Me�sequenzen.

2-fach

3-fach

4-fach

5-fach

6-fach

7-fach

8-fach

9-fach

10-fach

500

400

300

200

100

0

M
eß

ra
te

 /
 H

z

1000 30002000 40000

Objektabstand d  / mm

Abbildung 3.20: Me�rate f�ur ein Luftultraschallsystem nach dem in der Abb. 3.19 dar-
gestellten vereinfachten Zeitmultiplex{Verfahren bei einer Temperatur
von 293 K, einer Totzeit T tot = 1:5 ms und einer Fensterbreite von
2T F = 0:6 ms.

approximiert und ist gegeben als

MSW =

( h
MrW ;

M�W
iT

:

h
MrW � M r̂W ;

M�W � M �̂W
iT �

MSW
�
�1 h

MrW � M r̂W ;
M�W � M �̂W

i
� 1

)
:

Den Mittelpunkt
h
M r̂W ;

M �̂W
iT

und die De�nitionsmatrix MSW der Ellipse erh�alt man nach
einigen Transformationen aus den kartesischen Lagemengen in Abschnitt 4.2.

3.6.5 Roboterlage aus gemessener Landmarkenlage

Im letzten Abschnitt wurde die Lage MrW , M�W einer Landmarke bez�uglich des Roboter-
koordinatensystems aus der Messung bestimmt. Zusammen mit dem Modell dieser Land-
marke kann nun die Menge aller Roboterlagen bestimmt werden, welche kompatibel mit
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der Messung sind. Die durch die Messung de�nierte Roboterlage zum Zeitpunkt k wird mit

xMk =
h
xMk ; y

M
k ;  

M
k

iT
bezeichnet. Mit Abb. 3.15 ist die exakte Lagemenge durch

XM
k =

n
xMk : MrW =

h
sin

�
 W

�
;� cos

�
 W

�i "xMk � xW
yMk � yW

#
; M�W =

�

2
�
n
 M
k �  W

o
h
MrW ;

M�W
iT 2 MSW ; xW 2 X LM

o
(3.10)

gegeben, weist aber bei Ber�ucksichtigung von Fehlern in der Landmarkenlage eine komplexe
Berandung auf. Die exakte Menge XM

k wird nun durch eine tubusf�ormige Menge gem�a�

XM
k �

n
xMk : zk = Hk x

M
k + ek ; ek 2 Ek ; Hk 2 M2;3

o

approximiert. zk, Hk und Ek ergeben sich aus (3.10) durch eine Perturbationsanalyse erster
Ordnung.

3.6.6 Fusion einer Messung mit der pr�adizierten Roboterlage

Jede Messung zu einer ebenen Landmarke bindet die Unsicherheit des Roboters nur in zwei
Freiheitsgraden: Den Abstand des Roboters zur Landmarke und seine Orientierung. Zur
Fusion der Roboterlagemenge, welche sich aus der Messung ergibt, mit der Menge pr�adizierter
Roboterlagen wird das Verfahren aus Abschnitt 2.6 verwendet. Dabei handelt es sich in
dem hier vorliegenden Fall um eine zweidimensionale Messung, d.h. M = 2, und einen
dreidimensionalen Zustandsvektor, d.h. N = 3.

3.6.7 Zusammenfassung

Das Verfahren zur rekursiven Lokalisierung eines mobilen Roboters durch die Fusion der
Information eines Distanzsensor{Arrays mit Koppelnavigationsdaten ist in der Abb. 3.21
zusammengefa�t. Die Kon�gurierung des Arrays in Abh�angigkeit von der aktuellen Situation
geschieht parallel dazu mit einem niedrigeren Takt, da sich die Lage der Umweltmerkmale
bez�uglich des Roboters verglichen mit den Distanzme�werten nur langsam �andert.

3.7 Fusion der Daten des Multisensorsystems

3.7.1 Vorteile eines Multisensorsystems

In dem betrachteten Multisensorsystem, welches aus Geometriesensoren wie einem Win-
kelme�system und mehreren Distanzsensor{Arrays sowie einem Koppelnavigationssystem
besteht, treten konkurrierende Sch�atzungen der Roboterlage auf. Die Fusion der Informa-
tionen der einzelnen Geometriesensoren mit Koppelnavigationsdaten wurde bereits in den
letzten beiden Abschnitten dargestellt. Die Situation verkompliziert sich, wenn die Daten
mehrerer der zur Verf�ugung stehenden Sensoren zur Lokalisierung genutzt werden, da die
Daten asynchron mit unterschiedlichen mittleren Abtastraten bereitgestellt werden und in
der Regel voneinander abweichen, h�au�g sogar inkonsistent sind [75].

Der Gewinn durch die Verwendung eines Multisensorsystems verglichen mit einem einzi-
gen Sensor liegt in der Erh�ohung von Genauigkeit sowie Zuverl�assigkeit der Lagesch�atzung
durch sowohl redundante als auch einander erg�anzende Umweltinformationen. Gleichzeitig
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Bestimme die Intervalle (i)R
hyp
k der hypothetischen Me�werte f�ur alle Empf�anger,

i = 1; : : : ; N bei pr�adizierter Roboterlage XP
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Abbildung 3.21: Zusammenfassung des Verfahrens zur rekursiven Lokalisierung eines mo-
bilen Roboters durch Fusion der Messungen eines Distanzsensor{Arrays
mit Koppelnavigationsdaten (ein Takt).

wird eine h�ohere Datenrate erzielt und die Verwendung einfacher und damit preiswerter
Sensoren unterst�utzt [77].

Redundante Information wird durch die Lokalisierung eines Merkmals mit mehreren Sen-
soren geliefert. Im vorliegenden Sensorsystem werden bei der Kon�gurierung eines Distanz-
sensor{Arrays, welches zur Vermessung eines bestimmten Umweltmerkmals dient, deutlich
mehr als die minimal erforderliche Sensoranzahl verwendet. Durch Ausnutzung der entste-
henden Redundanz, vgl. Kapitel 4, kann das Merkmal genauer lokalisiert werden, wobei auch
eine h�ohere Zuverl�assigkeit im Fall von Fehlmessungen oder Sensorausf�allen erreicht wird.
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a) b)

Schätzung
der

Roboterlage

Schätzung
der
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Abbildung 3.22: Zwei Verfahren zur Fusion in Multisensorsystemen am Beispiel von vier
Geometriesensoren: a) Zentrale Fusion. b) Dezentrale Fusion. X�

k : : :

Koppelnavigationsinkrement zum Zeitpunkt k. XM
k : : : Durch Messung

de�nierte Roboterlagemenge. X S
k : : : Menge gesch�atzter Roboterlagen.

Einander erg�anzende Informationen, welche nicht gleichzeitig von einem einzelnen Sensor
bereitgestellt werden k�onnen, lassen sich in zwei F�alle unterteilen: In einem Fall lokalisie-
ren gleichartige Sensoren jeweils Merkmale vom gleichen Typ, wobei ein einzelnes Merk-
mal m�oglicherweise nicht zur vollst�andigen Bestimmung der Roboterlage ausreicht. In dieser
Form erg�anzen sich die verschiedenen Distanzsensor{Arrays, da ein einzelnes Array zusam-
men mit dem ihm zugeordneten Merkmal nur zwei Freiheitsgrade des Roboters binden kann,
was zur Lokalisierung nicht ausreicht. Im anderen Fall vermessen verschiedenartige Senso-
ren unterschiedliche Merkmale. Damit ist zum einen eine Lokalisierung auch dann m�oglich,
wenn bestimmte Merkmale fehlen. Zum anderen kann bei gleichzeitigen Vorliegen der un-
terschiedlichen Merkmale die Lokalisierungsgenauigkeit durch Fusion erh�oht werden, und
Fehlmessungen lassen sich leichter detektieren. Dieser Vorteil wird im betrachteten Multi-
sensorsystem durch die Verwendung von sowohl Winkel{ als auch Distanzsensoren erreicht,
welche verschiedenartige Umweltmerkmale mit unterschiedlichen Me�prinzipien lokalisieren.

Die Datenrate ist bei der Verwendung mehrerer Sensoren h�oher als bei einem einzi-
gen Sensor, da zum einen die Einzelsensoren ihre Me�aufgaben parallel erf�ullen und zum
anderen der jeweilige Einzelsensor wegen seines eingeschr�ankten Aufgabengebiets schneller
arbeiten kann. Ein zus�atzlicher Geschwindigkeitsvorteil ist durch die parallele Verarbeitung
der anfallenden Sensordaten m�oglich.

Das eingeschr�ankte Aufgabengebiet eines Einzelsensors erlaubt weiterhin die Verwendung
einfacher Sensoren. Dies ist wegen des geringeren Einzugsbereichs und einer Spezialisierung
der Me�f�ahigkeiten auf bestimmte Merkmale m�oglich.

3.7.2 Dezentrale Fusion der Sensordaten

Zur Fusion der Sensordaten kommt entweder ein zentrales oder ein dezentrales Schema in Fra-
ge [73, 77, 78]. Zun�achst wird die zentrale Fusion der Daten von N Sensoren in Abb. 3.22 a)
betrachtet. Die einzelnen Sensoren senden ihre Messungen zu einem zentralen Fusionsproze�,
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&

Abbildung 3.23: Schema eines Fusionsknotens der dezentralen Fusion aus Abb. 3.22 b).

welcher eine zentrale Pr�adiktion durchf�uhrt und die Messungen mit dieser Pr�adiktion fusio-
niert. Ist dieser zentrale Fusionsproze� zu langsam, gehen Messungen verloren. Weiterhin ist
das System nicht ohne weiteres skalierbar, da beim Hinzuf�ugen weiterer Sensoren auch die
Verarbeitungsleistung des Fusionsprozesses zunehmen mu�. Bei einer St�orung im zentralen
Fusionsproze� bricht das ganze System zusammen.

Ein Schema zur dezentralen Fusion ist in Abb. 3.22 b) dargestellt. Jeder der obengenann-
ten Geometriesensoren bekommt einen Fusionsknoten zugeteilt, welcher Pr�adiktion, Daten-
validierung und die eigentliche Fusion durchf�uhrt. Zur globalen Aggregation werden die lo-
kalen Zustandssch�atzungen, welche als (i)X S, i = 1; : : : ; N bezeichnet werden, unter den
Knoten ausgetauscht. Diese Kommunikation wird auf ein Minimum reduziert, indem von
jedem Knoten aus nur dann Daten versendet werden, wenn eine erfolgreiche Fusion stattge-
funden hat. Ein Knoten ben�otigt daher nur die Rechenleistung, welche 1. zur Verarbeitung
der Daten des ihm zugeordneten Sensors und 2. zur gelegentlichen globalen Aggregation
erforderlich ist. Die insgesamt ben�otigte Rechenleistung ist damit nat�urlich h�oher als bei
einem zentralisierten System.

Die Funktionsweise eines einzelnen Knotens des hier vorgeschlagenen dezentralen Fusi-
onsnetzwerks ist in der Abb. 3.23 gezeigt: Eine einzelne Messung (i)XM

k des zugeordneten
Sensors i wird schnellstm�oglich mit dem pr�adizierten Zustand (i)X P

k fusioniert. Dabei wird
das Verfahren aus Abschnitt 2.6 verwendet. Bei erfolgreicher Fusion wird die lokale Sch�atzung
(i)X S

k an die anderen Knoten weitergegeben, wobei auch mitgeteilt wird, bis zu welchem Kop-
pelnavigationsinkrement die Pr�adiktion fortgeschritten ist. Nachrichten von anderen Knoten
werden gepu�ert, aber beim Eintre�en einer neuen Nachricht vom gleichen Knoten �uber-
schrieben. Damit wird die Aggregation der jeweils aktuellen lokalen Sch�atzungen der anderen
Knoten gew�ahrleistet. Diese globale Aggregation wird mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.4
durchgef�uhrt.

Tri�t am jeweils betrachteten Knoten eine Zustandssch�atzung von einem anderen Kno-
ten ein, welche noch nicht die gleiche Anzahl an Lageinkrementen beinhaltet, so wird sie
vor der Aggregation auf den gleichen Stand gebracht. Damit wird sichergestellt, da� immer
nur Lagesch�atzungen kombiniert werden, die mit der gleichen Anzahl von Lageinkremen-
ten fortgeschrieben wurden. Die Inkremente der Koppelnavigation werden deshalb in einem
Ringpu�er gespeichert, wo sie allen Fusionsknoten zur Verf�ugung stehen.
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Abbildung 3.24: Schematische Gesamt�ubersicht zur rekursiven Lokalisierung eines mobilen
Roboters mit Hilfe eines Winkelme�systems und Distanzsensor{Arrays.

Die dargestellte Schleife wird nun st�andig durchlaufen. Wenn an einer der drei Stationen
Pr�adiktion, Datenvalidierung & Fusion und globale Aggregation keine neue Information vor-
handen ist, wird sofort die n�achste bearbeitet. Die globale Aggregation bearbeitet in einem
Durchlauf nur jeweils eine Nachricht eines anderen Knotens, um 1. die eigenen Messungen
m�oglichst

"
frisch\ zu verarbeiten und um 2. st�andig eine aktuelle Pr�adiktion der Roboterlage

vorzuhalten.

Bemerkung 3.1 Der Abgri� der Zustandssch�atzung kann an jedem beliebigen Knoten des Fu-

sionsnetzwerks geschehen, da jeder einzelne Fusionsknoten eine globale Aggregation durchf�uhrt.

Durch die gezielte St�orung dieser Aggregation ergibt sich eine elegante M�oglichkeit zur verglei-

chenden Evaluierung von Teilen des Multisensorsystems: Einige geeignete Verbindungen zwischen

den Fusionsknoten werden aufgetrennt, wodurch sich autarke Subsensorsysteme bilden. Deren

Daten k�onnen dann aufgezeichnet und verglichen werden.
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3.7.3 Gesamt�ubersicht zur rekursiven Lokalisierung

Wird das Konzept der mengenbasierten, dezentralen Fusion von Daten eines Multisensor-
systems auf das Problem der Lokalisierung eines mobilen Roboters mit Hilfe eines Winkel-
me�systems sowie Distanzsensoren angewendet, so ergibt sich die in Abb. 3.24 dargestellte
Gesamt�ubersicht.

Die einzelnen Sensoren arbeiten nach den bereits beschriebenen Prinzipien: Der Me�vor-
gang des Winkelme�systems wurde in Abschnitt 3.5 beschrieben, dessen Kon�gurierung in
Abschnitt 3.5.1. Zus�atzlich werden virtuelle Sensoren auf der Basis der in Abschnitt 3.6.1
diskutierten Arrays von Distanzsensoren eingesetzt. Deren Kon�guration �ubernimmt ein in
Abschnitt 3.6.1 beschriebener nebenl�au�ger Proze�, wobei in einem Array jeweils mehr Ele-
mente als unbedingt notwendig verwendet werden. Durch die Ausnutzung der entstehenden
Redundanz wird eine pr�azise Lokalisierung von Umweltmerkmalen erreicht.

Durch die Sensoreinsatzplanung werden die (begrenzten) F�ahigkeiten des Sensorsystems
optimal in der aktuellen Situation eingesetzt. Weiterhin werden wegen der komplement�aren
Eigenschaften der verschiedenen Sensoren unterschiedliche Umweltmerkmale zur Lokalisie-
rung herangezogen. Dadurch wird im Vergleich zu einem einzelnen Sensor eine h�ohere Ge-
nauigkeit erzielt und es ergibt sich ein erweiterter Arbeitsbereich.

Alle eingesetzten Sensoren liefern die berechneten Roboterlagemengen an die ihnen zu-
geordneten Fusionknoten, wobei diesen zus�atzlich die letzten Koppelnavigationsinkremen-
te �uber einen gemeinsamen Pu�er zur Verf�ugung stehen. Durch die Koppelnavigationsda-
ten wird die Lagesch�atzung gegl�attet und eine genauere Pr�adiktion von Umweltmerkmalen
erm�oglicht.

Insgesamt ergibt sich eine hohe Me�rate, da das Winkelme�system und mehrere Distanz-
sensor{Arrays parallel arbeiten. Dies ist vor allem bei hohen Robotergeschwindigkeiten
vorteilhaft.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

In diesem Kapitel wurde ein integriertes Verfahren zur Initialisierung und rekursiven St�utzung
der Sch�atzung der Lage eines mobilen Roboters mit Hilfe eines Multisensorsystems vor-
gestellt. Die betrachtete Klasse von Robotern ist mit Sensoren zur Bestimmung von La-
ge�anderungen ausgestattet; als Geometriesensoren stehen ein Winkelme�system und ein
Distanzsensor{Array zur Verf�ugung.

Zur Initialisierung der Roboterlage wurde ein einfaches, aber e�ektives Verfahren vorge-
stellt, welches sich auf einem gemessenen Satz von N > 3 Winkeln zu bekannten, aber nicht
unterscheidbaren Landmarken abst�utzt. Verdeckungen und im Gegensatz zu [23, 26] auch
Fehlmessungen werden toleriert und das Verfahren kann auch in nichtkonvexen R�aumlich-
keiten eingesetzt werden. Weiterhin kann Vorwissen �uber die Roboterlage genutzt werden,
um den Initialisierungsproze� zu beschleunigen.

W�ahrend der Fahrt wird die initiale Roboterlage durch ein Koppelnavigationsverfahren
fortgeschrieben. Hier wurde neben der allgemeinen Vorgehensweise auch ein speziell auf om-
nidirektionale Roboter zugeschnittenes Verfahren gezeigt, welches auch systematische Feh-
ler bei der inkrementellen Lagesch�atzung ber�ucksichtigt. Koppelnavigationsverfahren leiden
prinzipbedingt unter akkumulierenden Fehlern, so da� die gesch�atzte Roboterlage laufend
durch die Daten beider Geometriesensoren gest�utzt werden mu�. Hierzu wurde eine Methode
zur rekursiven Lagesch�atzung in schneller Fahrt vorgeschlagen, welche jeweils die aktuelle
Lagepr�adiktion zur Sensoreinsatzplanung nutzt. Sensoreinsatzplanung bedeutet hier konkret
eine Kon�gurierung des Sensorsystems in Abh�angigkeit von der aktuellen Umgebung zur
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Fokussierung der Messungen auf erwartete Umweltmerkmale. Dieses Vorgehen steigert die
Robustheit der Lagesch�atzung gegen St�orungen und f�uhrt zu einer drastischen Erh�ohung
der Datenrate. Insbesondere wurde ein Zeitmultiplex{Me�verfahren entwickelt, welches mit
einfachen Ultraschallsensoren Abtastraten von bis zu 450 Hz pro Landmarke zul�a�t.

Zur Fusion der konkurrierenden Lagesch�atzungen verschiedener Sensoren in einem Mul-
tisensorsystem wurde ein dezentrales Fusionsschema vorgestellt. Dabei werden alle auftre-
tenden Unsicherheiten mit Verfahren der mengenbasierten Zustandssch�atzung behandelt.
Diese Vorgehensweise erm�oglicht den Entwurf von nichtlinearen Sch�atzern geringer Komple-
xit�at auch f�ur den Fall, da� ein Zustand aus Beobachtungen gesch�atzt wird, welche durch
systematische oder stark korrelierte Fehlerquellen gest�ort sind.
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Kapitel 4

E�ziente Auswertung von

Sensordaten

Einleitung

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 3 als gegeben vorausgesetzten, e�zienten Algo-
rithmen zur Verarbeitung von Sensordaten hergeleitet. Im ersten Teil wird ein Verfahren
zur Bestimmung der Lage eines mobilen Roboters basierend auf reinen Winkelmessungen
zu bekannten Landmarken vorgestellt. Der zweite Teil des Kapitels besch�aftigt sich mit der
Bestimmung von Landmarkenpositionen mit Hilfe von reinen Distanzmessungen, welche von
einem Distanzsensor{Array beliebiger Geometrie geliefert werden.

Beide Problemstellungen f�uhren zun�achst auf nichtlineare, �uberbestimmte Gleichungs-
systeme, welche sich im allgemeinen nur durch iterative Verfahren l�osen lassen. Im Rah-
men dieser Arbeit ist es jedoch gelungen, diese nichtlinearen Gleichungssysteme derart zu
transformieren, da� sie im Sinne kleinster Fehlerquadrate in geschlossener Form l�osbar sind.

Die Anwendbarkeit der hier beschriebenen Algorithmen geht �uber den Rahmen die-
ser Arbeit hinaus. Es wird darum besonderer Wert darauf gelegt, da� dieses Kapitel eine
abgeschlossene Einheit darstellt und eigenst�andig gelesen werden kann.

4.1 E�ziente Lagebestimmung

mit Winkelme�systemen

4.1.1 Formulierung des Problems

Gegeben seien M Landmarken in einer zweidimensionalem Welt. Die Positionen xLMi =h
xLMi ; yLMi

iT
, i = 1; : : : ; M der Landmarken sind bekannt, aber mit additiven Fehlern

�xLMi =
h
�xLMi ;�yLMi

iT
behaftet. Die wahren Landmarkenpositionen ~xLMi werden jeweils

als innerhalb einer Menge X LM
i be�ndlich modelliert

X LM
i =

n
xLMi : xLMi = x̂LMi +�xLMi ; �xLMi 2 �X LM

i

o
; (4.1)

welche um den Nominalwert x̂LMi zentriert ist. Auftretende Fehler �xLMi in den Landmar-
kenpositionen werden dabei als unbekannt, aber durch ein Ellipsoid

�X LM
i =

n
�xLMi : (�xLMi )T (XLM

i )�1�xLMi � 1
o

gem�a� �xLMi 2 �X LM
i als in der Amplitude begrenzt angenommen. XLM

i stellt wieder die
De�nitionsmatrix des Ellipsoids gem�a� Anhang B.1 dar.

Ein Beobachter bestimmt nun die Winkel zu diesen Landmarken in seinem lokalen Ko-
ordinatensystem gem�a� Abb. 4.1. Durch Verdeckungse�ekte werden N � M Winkel �i,
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Landmarken

Beobachter
z.B. mobiler Roboter

Inertial-
koordinaten-

system

Abbildung 4.1: Messung der Winkel zu N bekannten Landmarken bez�uglich des Beobach-
terkoordinatensystems.

i = 1; : : : ; N gemessen, wobei die eindeutige Zuordnung von Winkeln zu Landmarken in die-
sem Kapitel als gegeben vorausgesetzt wird. Ein Verfahren zur Bestimmung der Zuordnung
wurde bereits in Abschnitt 3.3 dargestellt.

Auch die Winkelmessungen seien durch additive Fehler gest�ort, d.h. es gilt �i 2 Ai, mit

Ai = f�i : �i = �̂i +��ig ; (4.2)

wobei �̂i den Me�wert darstellt und der Fehler ��i als unbekannt, aber amplitudenbegrenzt
gem�a�

j��ij <
q
Ai

angenommen wird, wobei
p
Ai die halbe Breite des Intervalls Ai angibt.

F�ur einen gegebenen Satz vonN gemessenen Winkeln, den Positionen vonN Landmarken
und eine gegebene Zuordnung von Winkeln zu Landmarken ist nun gesucht:

� Die Menge X S aller Lagen des Beobachters xS =
h
xS; yS;  S

iT
, welche kompati-

bel mit den Messungen und den a priori gegebenen Amplitudengrenzen f�ur sowohl
Unsicherheiten in den Landmarkenpositionen als auch in den Winkelmessungen sind.

� Eine Entscheidung, ob die angenommene Zuordnung von gemessenen Winkeln zu den
Landmarken plausibel ist.
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4.1.2 Bekannte Ans�atze

Im Fall von drei Landmarken existiert eine klassische, geschlossene L�osung, die z.B. in [23, 25]
und [30] angewendet wird. Bei der Verwendung von nur drei Landmarken ziehen kleine Fehler
in den Winkelmessungen oder den angenommenen Landmarkenpositionen aber eine drasti-
sche Verschlechterung der Lagesch�atzung nach sich. Da au�erdem schon bei Abdeckung von
nur einer Marke keine Lagebestimmung mehr m�oglich ist, ist grunds�atzlich die Verwendung
von mehr als drei Landmarken anzuraten. Weiterhin ist Redundanz auch dann erforder-
lich, wenn zwar ein Satz gemessener Winkel vorliegt, aber das Problem der Bestimmung der
Korrespondenz zu Landmarken noch gel�ost werden mu�.

F�ur den Fall von N > 3 Landmarken wird in [27], [28] ein heuristisches Verfahren zur Aus-
wahl der

"
besten\ drei Landmarken vorgestellt, welche dann zur Lokalisierung herangezogen

werden. Einige Autoren schlagen die gewichtete Mittelung aller m�oglichen Tripel{L�osungen
vor, was sehr rechenintensiv ist und die Schwierigkeit der Bestimmung der Gewichtungs-
koe�zienten mit sich bringt. Weit verbreitet sind auch iterative L�osungsverfahren [29, 21].
Diese sind zur L�osung des Lokalisierungsproblems ungeeignet, da erstens eine ausreichend
gute Startl�osung vorliegen mu�, um Konvergenz zu erzielen, und zweitens die gew�unschte
L�osung nicht nach einem vorgegebenen Zeitraum zur Verf�ugung steht. In [22] wird deshalb
eine geschlossene L�osung vorgestellt, welche zun�achst N Zwischengr�o�en aus N(N �1) Glei-
chungen ermittelt und aus diesen Zwischengr�o�en dann die Beobachterposition bestimmt.
Die auftretenden Unsicherheiten werden allerdings nicht ber�ucksichtigt.

In [2, 3] wird ein anderer Ansatz vorgeschlagen. Landmarken werden dort durch zwei
Sensoren vermessen, wodurch eine Triangulation m�oglich wird. Die L�osung des Stereo{
Korrespondenzproblem wird dabei durch die Verwendung einer verschiebbaren Kamera und
Verfolgung der Merkmale umgangen. Diese Art der Korrespondenz�ndung arbeitet nur im
Stillstand zufriedenstellend, so da� bei Experimenten mit einem Fahrzeug bislang nur ein
Stop{and{Go{Betrieb m�oglich war.

Hier wird nun ein Algorithmus zur Bestimmung der Beobachterlage auf der Basis von N
Winkelmessungen vorgestellt, welcher aus N � 1 linearen Gleichungen f�ur die Beobachter-
position und N linearen Gleichungen f�ur die Orientierung besteht. Dieses Gleichungssystem
wird durch eine Transformation der nichtlinearen Me�gleichungen hergeleitet, wobei kei-
nerlei Approximation erforderlich ist. Bei der L�osung werden sowohl Unsicherheiten in den
Winkelmessungen als auch in den Landmarkenpositionen ber�ucksichtigt.

4.1.3 Ein lineares Gleichungssystem f�ur die Beobachterposition

Die Me�gleichung f�ur eine einzelne Winkelmessung �i ist durch

�i = atan2
�
xLMi � xS; yLMi � yS

�
�  S ; (4.3)

f�ur i = 1; : : : ; N gegeben. Es ergeben sich Di�erenzwinkel i als die Di�erenz zweier
aufeinanderfolgender absoluter Winkelmessungen �i und �i+1 gem�a�

i = �i+1 � �i = atan2
�
xLMi+1 � xS; yLMi+1 � yS

�
� atan2

�
xLMi � xS ; yLMi � yS

�
;

f�ur i = 1; : : : ; N � 1. Mit Hilfe des Zusammenhangs [104]

tan(atan(�)� atan(�)) =
� � �
1 + � �
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ergibt sich

tan(i) =

yLM
i+1
�yS

xLM
i+1
�xS
� yLM

i
�yS

xLM
i
�xS

1 +
yLM
i+1
�yS

xLM
i+1
�xS
� yLMi �yS

xLM
i
�xS

;

und nach einigen Umstellungen mit �xS =
h
xS; yS

iT

yLMi+1y
LM
i + xLMi+1x

LM
i + cot(i)fxLMi+1yLMi � yLMi+1xLMi g

=

"
cot(i)fyLMi � yLMi+1g+ xLMi+1 + xLMi
cot(i)fxLMi+1 � xLMi g+ yLMi+1 + yLMi

#T
�xS �

�
�xS
�T

�xS
(4.4)

f�ur i = 1; : : : ; N � 1. Allerdings enth�alt (4.4) noch quadratische Terme. Zu deren Eli-
minierung wird ausgenutzt, da� die Summe der Di�erenzwinkel 2� ergeben mu�. Diese
Bedingung

N = 2� �
N�1X
i=1

i = �1 � �N

wird als Gleichung N verwendet. Zieht man nun von jeder Gleichung ihre Folgegleichung ab,
so ergibt sich ein System von N � 1 Gleichungen, welche linear in xS und yS sind, d.h.

z = H �xS (4.5)

mit z = [z1; : : : ; zN�1]
T ; H = [h1; : : : ; hN�1]

T ; hi = [hxi ; h
y
i ]
T . Die Elemente sind gegeben

als

zi = cos(i) sin(i+1)
n
xLMi+1y

LM
i � yLMi+1x

LM
i

o
+sin(i) sin(i+1)

n
xLMi+1x

LM
i � xLMi+2x

LM
i+1 + yLMi+1y

LM
i � yLMi+2y

LM
i+1

o
+sin(i) cos(i+1)

n
yLMi+2x

LM
i+1 � xLMi+2y

LM
i+1

o

hxi = cos(i) sin(i+1)
n
yLMi � yLMi+1

o
+sin(i) sin(i+1)

n
xLMi � xLMi+2

o
+sin(i) cos(i+1)

n
yLMi+2 � yLMi+1

o
h
y
i = cos(i) sin(i+1)

n
xLMi+1 � xLMi

o
+sin(i) sin(i+1)

n
yLMi � yLMi+2

o
+sin(i) cos(i+1)

n
xLMi+1 � xLMi+2

o

f�ur i = 1; : : : ; N � 1. Indexoperationen werden modulo N durchgef�uhrt, d.h., i + 2 = 1 f�ur
i = N � 1.

4.1.4 Perturbationsanalyse

In diesem Abschnitt wird die Wirkung der Unsicherheiten sowohl in Landmarkenposition

als auch in den Winkelmessungen auf die Positionssch�atzung analysiert. Diese Analyse wird
ben�otigt, um 1. die optimale Gewichtungsmatrix f�ur die LS{L�osung des obigen linearen
Gleichungssystems zu bestimmen, und um 2. die Menge aller L�osungen zu bestimmen, welche
kompatibel mit den a priori angenommenen Amplitudengrenzen sind.
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Das Gleichungsystem (4.5) wird zun�achst auf die Standardform

ẑ = Ĥ �xS + e

gebracht, indem die Unsicherheiten in den Landmarkenpositionen und in den Winkelmessun-
gen zu einem Gleichungsfehlervektor e zusammengefa�t werden. ẑ, Ĥ ergeben sich aus (4.5)
durch Einsetzen der Nominalwerte der Landmarkenpositionen und der gemessenen Winkel.
Der Gleichungsfehlervektor e wird damit durch

e = z �H~�x
S
= �z ��H~�x

S

bestimmt und l�a�t sich durch

e � Jx
LM

e

���
[x̂LMi ; �̂i; i=1; :::; N]

�xLM + J�e

���
[x̂LMi ; �̂i; i=1; :::;N]

�� ; (4.6)

approximieren, wobei

�xLM =
��
�xLM1

�T
;
�
�xLM2

�T
; : : : ;

�
�xLMN

�T �T

die Fehler in den Landmarkenpositionen darstellt, und

�� = [��1;��2; : : : ;��N ]
T

die Fehler in den gemessenen Winkeln bezeichnet. Die Jacobi{Matrizen Jx
LM

e und J�e haben
nahezu Bandstruktur

2 N N

N-1 N-1

wobei ein von Null verschiedenes Element bezeichnet. Diese Matrix{Elemente sind in
Anhang A.2 gegeben.

Die Vektoren �xLM und �� sind nun nicht durch Ellipsoide begrenzt, da lediglich (4.1)
f�ur die einzelnen Landmarken und (4.2) f�ur die einzelnen gemessenen Winkel gelten. Mit den
Verfahren aus Anhang B.6 l�a�t sich aber ein minimalvolumiges H�ullellipsoid f�ur die Menge
m�oglicher Gleichungsfehler �nden, so da� gilt

e 2 E mit E =
n
e : eT E�1 e � 1

o
:

4.1.5 Bestimmung der Beobachterposition

Die Menge aller m�oglichen Beobachterpositionen, welche kompatibel mit den a priori spezi-
�zierten Amplitudengrenzen f�ur die Unsicherheiten sind, ist nach Satz 2.5 gegeben durch

�X S =
�
�xS :

�
�xS � �̂x

S
�T � �XS

��1 �
�xS � �̂x

S
�
� 1

�

�̂x
S
=
�
Ĥ

T
E�1Ĥ

�
�1

Ĥ
T
E�1ẑ

�X
S
= �d

�
Ĥ

T
E�1Ĥ

�
�1

�d = 1�
�
ẑ � Ĥ �̂x

S
�T
E�1

�
ẑ � Ĥ �̂x

S
�
;
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wobei wieder gilt �xS =
h
xS; yS

iT
.

Es wird hier gleichzeitig eine Entscheidung dar�uber getro�en, ob die verwendete Zuord-
nung von gemessenen Winkeln zu Landmarken plausibel ist, vgl. Kapitel 2.5, Abschnitt 2.5.3.
Gilt �d � 0, so steht zun�achst fest, da� die gefundene Beobachterposition nicht kompatibel
mit den a priori gegebenen Amplitudengrenzen f�ur die Unsicherheiten in den Landmarkenpo-
sitionen und den Winkelmessungen ist. Unter den oben gemachten Annahmen k�onnen diese
Unsicherheiten aber nur innerhalb der Amplitudengrenzen variieren. Es kann also gefolgert
werden, da� die verwendete Zuordnung nicht plausibel ist.

Bei Vorliegen einer Sch�atzung f�ur die Beobachterposition kann die Orientierung aus dem
Gleichungssystem (4.3) bestimmt werden, welches dann linear in der Orientierung ist.

4.2 E�ziente Lokalisierung von Umweltmerkmalen mit

Distanzsensor{Arrays beliebiger Geometrie

Nach der Herleitung eines e�zienten Verfahrens f�ur die Lokalisierung auf der Grundlage
von reinen Winkelmessungen im letzten Abschnitt wird im folgenden das Problem der
Lokalisierung von Umweltmerkmalen basierend auf reinen Distanzmessungen behandelt.

4.2.1 Formulierung des Problems

Landmarke an der 
    Position

Abbildung 4.2: Me�anordnung mit allgemeiner
Array{Geometrie.

Gegeben sei eine5) Signalquel-
le, welche pulsf�ormige Signale
emittiert. Diese Signale werden
von Landmarken reektiert, wel-
che sich im Einzugsbereich der Si-
gnalquelle be�nden. N Empf�anger
an beliebigen, aber bekannten Po-
sitionen Ci = [Cx

i ; C
y
i ; C

z
i ]
T , i =

1; : : : ; N analysieren die zur�uck-
kehrenden Echos. Die Me�geome-
trie ist in der Abb. 4.2 dargestellt,
wobei o.B.d.A. angenommen wird,
da� die Signalquelle im Ursprung
des Me�koordinatensystems liegt.
F�ur jede Landmarke k�onnen ma-
ximal N Distanzen Ri, i = 1; : : : ; N , gemessen werden, welche jeweils die Summe der Di-
stanzen Signalquelle ! Landmarke und Landmarke ! Empf�anger i repr�asentieren und zu
einem Vektor R = [R1; : : : ; RN ]

T zusammengefa�t werden. Jede gemessene Distanz Ri de�-
niert zusammen mit der Empf�angerposition Ci ein Ellipsoid, auf dessen Ober�ache sich die
gesuchte Landmarke be�ndet.

Es wird zugelassen, da� die gemessenen Distanzen durch additive Fehler gest�ort sind.
Diese Fehler werden durch Amplitudengrenzen der Form

R =
�
R :

�
R� R̂

�T
R�1

�
R� R̂

�
� 1

�

5)Die Darstellung ist auf eine Signalquelle pro Landmarke beschr�ankt, l�a�t sich aber leicht auf mehrere

Signalquellen ausdehnen, welche eine Landmarke anstrahlen.
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modelliert. Damit wird angenommen, da� der Vektor ~R der tats�achlichen, und damit un-
bekannten, Distanzen sich innerhalb der Menge R be�ndet. Diese De�nition der Amplitu-
dengrenzen durch ein (Hyper{)Ellipsoid hat gegen�uber komponentenweisen Grenzen6) den
Vorteil, da� auch Abh�angigkeiten zwischen den Distanzen Ri modelliert werden k�onnen.

Das Problem der Zuordnung von gemessenen Distanzen zu den entsprechenden Land-
marken wird hier als gel�ost angenommen. Eine m�ogliche L�osung wurde in Abschnitt 3.6
vorgestellt.

Die Position einer Landmarke bez�uglich des Me�koordinatensystems kann damit als
Schnittpunkt der N Ellipsoide bestimmt werden, welche durch die gemessenen Distanzen
Ri und die Empf�angerpositionen Ci de�niert sind.

4.2.2 Bekannte Ans�atze

F�ur den zweidimensionalen Fall, eine Signalquelle und ein Array von zwei oder drei Empf�an-
gern �nden sich einfache geschlossene L�osungen in [33, 47, 53, 58, 59, 60, 62]. Der Fall von
zwei Signalquellen und zwei Empf�angern wird in [46, 48] betrachtet, die Erweiterung auf den
dreidimensionalen Fall mit drei Signalquellen und drei Empf�angern in [32, 54].

In [49] werden f�ur den zweidimensionalen Fall Pulsholographie{Verfahren vorgeschlagen,
wobei die Bestimmung der Schnittpunkte der Ellipsen, welche die Reektororte de�nieren,
numerisch auf einem Raster durchgef�uhrt wird. Rasterbasierte Verfahren [41, 42, 69] sind
nicht e�zient, wenn nur einige Reektoren vorliegen und vor allem w�are der Rechenaufwand
f�ur den dreidimensionalen Fall sehr hoch.

Die direkte, analytische L�osung der exakten, nichtlinearen Me�gleichungen f�ur ein Ar-
ray beliebiger Geometrie im Sinne der kleinsten Quadrate f�uhrt auf ein iteratives Optimie-
rungsverfahren, was im Rahmen von Echtzeitanwendungen nicht w�unschenswert ist. Ana-
lytische L�osungen verwenden deshalb h�au�g eine Fernfeldapproximation [57], was f�ur viele
Anwendungen gerade in engr�aumiger Umgebung zu ungenau ist. Au�erdem werden die in
realen Applikationen nicht zu vernachl�assigenden Me�fehler, vgl. Abschnitt 5.1.3, in den
meisten Ans�atzen bei der Lagesch�atzung gar nicht oder nur in stark vereinfachter Form
ber�ucksichtigt.

Hier wird nun ein e�zienter Algorithmus f�ur die Lokalisierung reektierender Landmar-
ken mit einem aktiven Sensorarray mit beliebiger Sensoranzahl und Geometrie hergeleitet.
Der Algorithmus verwendet die exakten Me�gleichungen und basiert auf Ideen aus dem Be-
reich der passiven Lokalisierung von Signalquellen, welche in [61, 65, 67] beschrieben werden.
Me�fehler werden als integraler Bestandteil des Algorithmus ber�ucksichtigt, um 1. die Lokali-
sierungsgenauigkeit zu erh�ohen und um 2. eine Aussage �uber die Qualit�at der Lagesch�atzung
machen zu k�onnen.

4.2.3 Landmarkenmodelle

Reale Landmarken im dreidimensionalen Raum seien entweder durch 1. punktf�ormige Reek-
toren oder 2. ebene Fl�achen, an denen eine Spiegelreexion statt�ndet, modelliert [51, 52].
Die Me�geometrien f�ur diese einfachen Landmarkenprimitive sind in der Abb. 4.3 dargestellt.
Die im folgenden beschriebenen Verfahren lassen sich auch f�ur den zweidimensionalen Fall
verwenden, wovon in Kapitel 3 Gebrauch gemacht wird.

6)Komponentenweise Grenzen entsprechen einem (Hyper{)Rechteck, das mit den Achsen des Koordina-

tensystems ausgerichtet ist.
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Punktförmige Landmarke
    an der Position

 Spiegelbild der
 Signalquelle an
der Position

Ebene
Landmarke

a) b)

Abbildung 4.3: Bestimmung der Lage einer a) punktf�ormigen, b) ebenen Landmarke mit
einem Distanzsensor{Array allgemeiner Geometrie.

4.2.4 Bestimmung der Position von punktf�ormigen Landmarken

Vorgelegt sei die Me�geometrie f�ur eine punktf�ormige Landmarke nach Abb. 4.3 a). xO =
[xO; yO; zO]T und rO = kxOk bezeichnen die Landmarkenposition bzw. den Abstand zum
Ursprung. Es gilt o�ensichtlich

Ri � rO =
xO � Ci

 ; (4.7)

f�ur i = 1; : : : ; N . F�ur N > 3 handelt es sich hier um ein �uberbestimmtes, nichtlineares
Gleichungssystem. Da sich aus der Messung ein fehlerbehafteter Distanzvektor R̂ ergibt,
w�are es sinnvoll, einen Fehlervektor e� mit e�i = R̂i �

�xO � Ci

+ rO
�
zu de�nieren und

die gesch�atzte Landmarkenposition x̂O derart zu w�ahlen, da� eine Norm dieses Fehlervektors
minimiert wird. Leider f�uhrt die Bestimmung eines Sch�atzwert x̂O selbst f�ur eine L2{Norm zu
einem komplizierten nichtlinearen Optimierungsproblem. Hier wird deshalb ein Fehlervektor
e de�niert, dessen L2{Norm sich in geschlossener Form minimieren l�a�t.

Durch Quadrieren von (4.7) ergibt sich ein Gleichungssystem

� + 2rOR = HxO (4.8)

mit

� =

2
66664
kC1k2 �R2

1

kC2k2 �R2
2

...
kCNk2 � R2

N

3
77775 ; R =

2
66664
R1

R2

...
RN

3
77775 ; H = 2

2
66664
CT

1

CT
2
...
CT
N

3
77775 ; (4.9)

welches f�ur einen gegebenen Landmarkenabstand linear in der Landmarkenposition ist, und
f�ur eine gegebene Landmarkenposition linear im Landmarkenabstand ist. Dieses Gleichungs-
system wird nun im folgenden Satz auf die Standardform gebracht.

Satz 4.1 F�ur einen gegebenen Landmarkenabstand rO ergibt sich ein lineares Gleichungs-

system

�̂ + 2rOR̂ = HxO + e(I) (4.10)
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f�ur die Position xO einer punktf�ormigen Landmarke. Der Fehlervektor e(I) ist damit durch

ein Ellipsoid gem�a�

E (I) =
�
e(I) :

�
e(I)

�T �
E(I)

�
�1
e(I) � 1

�

in der Amplitude begrenzt, d.h. e(I) 2 E (I). E(I) ist gegeben durch

E(I) = ( ~RD + 2~rI)R( ~RD + 2~rI) mit RD = �2 diag(R)

Beweis. Bei Vernachl�assigung von Produkten von Fehlertermen ergibt sich aus (4.8) f�ur
den Gleichungsfehlervektor e(I) der Ausdruck

e(I) � �� + 2 ~rO�R ;

wobei angenommen wurde, da� der gegebene Landmarkenabstand nicht wesentlich von dem
tats�achlichen Landmarkenabstand ~rO abweicht. Mit �� � RD�R erh�alt man

e(I) �
n
RD + 2 ~rOI

o
�R ;

woraus der Satz folgt. �

Zur Gewinnung eines Sch�atzwertes f�ur den Landmarkenabstand rO wird zun�achst die
formale (gewichtete) L�osung im Sinne kleinster Quadrate f�ur die Position xO bei einem
gegebenen Abstand rO bestimmt, welche gegeben ist als

x̂O = �̂(I) + 2rO�̂
(I)

(4.11)

mit

�̂(I) = G(I)�̂ ; �̂
(I)

= G(I)R̂ (4.12)

und

G(I) =
�
HT

�
E(I)

�
�1

H

�
�1

HT
�
E(I)

�
�1

: (4.13)

Aus (4.11) erh�alt man mit

�
rO
�2

=
�
x̂O
�T
x̂O =

�
�̂(I) + 2rO�̂

(I)
�T �

�̂(I) + 2rO�̂
(I)
�

eine quadratische Gleichung f�ur rO

(
4
�
�̂
(I)
�T

�̂
(I) � 1

)�
rO
�2

+ 4
�
�̂(I)

�T
�̂
(I)
rO +

�
�̂(I)

�T
�̂(I) = 0 : (4.14)

Eine positive7) Wurzel von (4.14) ergibt einen nominalen Sch�atzwert r̂O f�ur den Landmar-
kenabstand und wird in (4.8) eingesetzt.

7)Siehe Anhang A f�ur eine detaillierte Diskussion der Berechnung von r̂O .
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Berechne die Gewichtungsmatrix
�
E
(I)
�
�1

gem�a� Satz 4.1

Bestimme G(I) aus (4.13)

Berechne �̂(I), �̂
(I)

aus (4.12)

Bestimme r̂O als positive Wurzel der quadratischen Gleichung (4.14)

Berechne die Gewichtungsmatrix
�
E
(II)
�
�1

mit E(II) = DRDT und

D gem�a� Satz 4.2

Bestimme G(II) aus (4.16)

Berechne �̂(II), �̂
(II)

aus (4.15)

Berechne den Mittelpunkt x̂O des Ellipsoids XO als

x̂O = �̂(II) + 2 r̂O�̂
(II)

Bestimme dPunkt gem�a� (4.18)

Berechne die De�nitionsmatrix XO des Ellipsoids XO nach (4.17)

Abbildung 4.4: Zusammenfassung des Verfahrens zur Bestimmung aller Positionen einer
punktf�ormigen Landmarke, welche kompatibel mit der Messung und den
a priori gegebenen Fehlergrenzen sind.

Satz 4.2 Nach Einsetzen des gesch�atzten Landmarkenabstands r̂O ergibt sich aus Satz 4.1

ein lineares Gleichungssystem

�̂ + 2r̂OR̂ = HxO + e(II)

f�ur die Landmarkenposition. Der Fehler e(II) ist durch ein Ellipsoid gem�a�

E (II) =
�
e(II) :

�
e(II)

�T �
E(II)

�
�1
e(II) � 1

�

in der Amplitude begrenzt, d.h. e(II) 2 E (II). E(II) ist gegeben durch E(II) = DRDT mit

D =
n
I� ~R ~T G(I)

o
( ~RD + 2~rOI) wobei ~ = 2

�
2
�
~xO
�T ~� � ~rO

�
�1

~xO

Beweis. Bei Vernachl�assigung von Produkten von Fehlertermen erh�alt man f�ur den Glei-
chungsfehler e(II) mit r̂O = ~rO +�rO

e(II) � �� + 2 ~rO�R + 2 ~R �rO :
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Aus Gleichung (4.14) ergibt sich durch Einsetzen von r̂O = ~rO + �rO, �̂(I) = ~�(I) + ��(I)

und �̂
(I)

= ~�
(I)

+��(I) bei Vernachl�assigung von Produkten von Fehlertermen

�rO � �
�
~xO
�T

2
�
~xO
�T ~� � ~rO

n
��(I) + 2 ~rO��(I)

o
:

Wegen �� � ~RD�R, �� � G(I) ~RD�R, �� � G(I)�R folgt e(II) � D�R. �

Die L�osung dieses linearen Gleichungssystems f�uhrt nicht auf eine einzelne Landmarken-
position, sondern auf eine Menge von Positionen, welche kompatibel mit den Amplituden-
grenzen f�ur e(II) sind.

Satz 4.3 Die Menge der m�oglichen Positionen einer punktf�ormigen Landmarke ist gegeben

durch das Ellipsoid

XO =
�
xO :

�
xO � x̂O

�T �
XO

�
�1 �

xO � x̂O
�
� 1

�
:

Der Mittelpunkt des Ellipsoids ist

x̂O = �̂(II) + 2 r̂O�̂
(II)

; �̂(II) = G(II)�̂ ; �̂
(II)

= G(II)R̂ (4.15)

mit

G(II) =
�
HT

�
E(II)

�
�1

H

�
�1

HT
�
E(II)

�
�1

: (4.16)

Die De�nitionsmatrix des Ellipsoids ergibt sich als

XO = dPunkt
�
HT

�
E(II)

�
�1
H

�
�1

; (4.17)

wobei dPunkt durch den Ausdruck

dPunkt = 1�
n
�̂ + 2 r̂O R̂�H x̂O

oT �
E(II)

�
�1 n

�̂ + 2 r̂O R̂�H x̂O
o

(4.18)

gegeben ist.

Beweis. Kapitel 2, Abschnitt 2.5. �

Das Verfahren zur Bestimmung der Positionen einer punktf�ormigen Landmarke, welche
kompatibel mit den a priori gegebenen Fehlergrenzen sind, ist in der Abb. 4.4 zusammenge-
fa�t.

Bemerkung 4.1 Die zur Gewichtung verwendeten Matrizen
�
E(I)

�
�1
,
�
E(II)

�
�1

und D ent-

halten die tats�achlichen Werte, die selbstverst�andlich zun�achst unbekannt sind. Um zu einer

L�osung zu gelangen, sind also einige Approximationen notwendig. Es ist zu betonen, da� diese

Approximationen nur die Gewichtungsmatrizen betre�en, nicht die Bestimmung der Sch�atzwerte.

Zun�achst einmal werden die gemessenen Distanzen zur Approximation der wahren Distanz-

werte ~Ri verwendet. Ist kein Vorwissen �uber die Landmarkenposition vorhanden, bietet sich fol-

gendes Vorgehen an: Im ersten Schritt wird fRDRRDg�1 an Stelle von
�
E(I)

�
�1

verwendet,

um eine L�osung f�ur �(I), �(I) zu bestimmen. Der resultierende Sch�atzwert f�ur rO wird dann zur
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Approximation von ~rO verwendet. Bei der Bestimmung der L�osung f�ur die Landmarkenpositi-

on im Sinne kleinster Quadrate wird nun
�
E(I)

�
�1

in einem ersten Schritt zur Approximation

von
�
E(II)

�
�1

benutzt. Die erhaltene Sch�atzung f�ur die Landmarkenposition wird dann f�ur die

genauere Bestimmung der Gewichtungsmatrix
�
E(II)

�
�1

verwendet.

In der Regel aller F�alle ist aber ein gewisses Vorwissen �uber die Landmarkenposition vorhanden,

welches zur Bestimmung der Gewichtungsmatrizen genau genug ist.

4.2.5 Bestimmung der Lage von ebenen Landmarken

Die Lage einer ebenen Landmarke sei durch die kartesische Position xO gegeben, an wel-
cher der vom Ursprung des Me�koordinatensystems ausgehende Normalenvektor die Ebene
durchst�o�t. Nimmt man eine Spiegelreexion an, so kann die Signalquelle durch ihr Spiegel-
bild ersetzt werden. Die Me�gleichung f�ur eine ebene Landmarke entnimmt man damit der
Abb. 4.3 b) als

Ri = k2 xO � Cik (4.19)

f�ur i = 1; : : : ; N . Durch Quadrieren ergibt sich wieder ein Gleichungssystem

� + 4
�
rO
�2

1 = H xO (4.20)

mit � aus (4.9) und

H = 4

2
66664
CT

1

CT
2
...
CT
N

3
77775 ; 1 =

2
66664
1
1
...
1

3
77775 ; (4.21)

welches linear in der Landmarkenposition xO f�ur einen gegebenen Landmarkenabstand rO,
und linear im Landmarkenabstand rO bei gegebener Landmarkenposition xO ist. Analog
zur Behandlung des Punktreektors wird dieses Gleichungssystem zun�achst einmal in die
Standardform gebracht, indem die Me�unsicherheiten, welche �uber � und R in die Gleichung
eingehen, durch Einf�uhrung eines Gleichungsfehlers e subsumiert werden.

Satz 4.4 F�ur einen gegebenen Landmarkenabstand rO ergibt sich ein lineares Gleichungs-

system

�̂ + 4
�
rO
�2
1 = HxO + e(I) (4.22)

f�ur die Position xO einer ebenen Landmarke. Der Fehler e(I) ist durch ein Ellipsoid gem�a�

E (I) =
�
e(I) :

�
e(I)

�T �
E(I)

�
�1
e(I) � 1

�

in der Amplitude begrenzt, d.h. e(I) 2 E (I). E(I) ist gegeben durch

E(I) = ~RDR ~RD
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Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.1. �

Es wird nun zun�achst wieder die formale (gewichtete) Kleinste{Quadrate{L�osung f�ur die
Position xO der ebenen Landmarke bei gegebenem Abstand rO bestimmt, welche gegeben
ist als

x̂O = �̂(I) + 4
�
rO
�2
�̂
(I)

(4.23)

mit

�̂(I) = G(I)�̂ ; �̂
(I)

= G(I)1

und

G(I) =
�
HT

�
E(I)

�
�1

H

�
�1

HT
�
E(I)

�
�1

:

In diesem Fall erh�alt man mit (4.11) eine quadratische Gleichung f�ur
�
rO
�2

16
�
�̂
(I)
�T

�̂
(I) �

rO
�4

+
�
8
�
�̂(I)

�T
�̂
(I) � 1

��
rO
�2

+
�
�̂(I)

�T
�̂(I) = 0

(4.24)

Eine positive Wurzel
�
r̂O
�2

f�ur das Quadrat des Landmarkenabstands wird in (4.22) einge-
setzt.

Satz 4.5 Nach Einsetzen des gesch�atzten Landmarkenabstands r̂O ergibt sich aus Satz 4.4

ein lineares Gleichungssystem

�̂ + 4
�
r̂O
�2
1 = HxO + e(II)

f�ur die Position xO einer ebenen Landmarke. Der Fehler e(II) ist durch ein Ellipsoid gem�a�

E (II) =
�
e(II) :

�
e(II)

�T �
E(II)

�
�1
e(II) � 1

�

in der Amplitude begrenzt, d.h. e(II) 2 E (II). E(II) ist gegeben durch E(II) = DRDT mit

D =
n
I� 1 ~T G(I)

o
~RD wobei ~ = 8

�
8
�
~xO
�T ~� � 1

�
�1

~xO

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.2. �

Satz 4.6 Die Menge der m�oglichen Positionen einer ebenen Landmarke ist gegeben durch

das Ellipsoid

XO =
�
xO :

�
xO � x̂O

�T �
XO

�
�1 �

xO � x̂O
�
� 1

�
:

Der Mittelpunkt des Ellipsoids ist

x̂O = �̂(II) + 4
�
r̂O
�2
�̂
(II)

; �̂(II) = G(II)�̂ ; �̂
(II)

= G(II)1
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mit

G(II) =
�
HT

�
E(II)

�
�1

H

�
�1

HT
�
E(II)

�
�1

:

Die De�nitionsmatrix des Ellipsoids ergibt sich als

XO = dEbene
�
HT

�
E(II)

�
�1
H

�
�1

;

wobei dEbene durch

dEbene = 1�
�
�̂ + 4

�
r̂O
�2

1�H x̂O
�T �

E(II)
�
�1
�
�̂ + 4

�
r̂O
�2

1�H x̂O
�

gegeben ist.

Beweis. Kapitel 2, Abschnitt 2.5. �

4.2.6 Unterscheidung von Landmarkentypen

Die mengentheoretische Formulierung des Problems f�uhrt auf nat�urliche Weise zu einem
Hypothesentest zur Unterscheidung der beiden Reektortypen und zum Verwerfen von Fehl-
messungen, vgl. Abschnitt 2.5.3. dPunkt und dEbene stellen dabei ein Ma� f�ur den Abstand
des tats�achlichen Gleichungsfehlers von der Ober�ache des Fehlerellipsoids dar.

Die Hypothese
"
Punktreektor\ wird akzeptiert, falls gilt 0 < dPunkt � 1, dEbene � 0.

Analog wird die Hypothese
"
ebener Reektor\ akzeptiert, falls gilt 0 < dEbene � 1, dPunkt �

0. Gilt dEbene � 0, dPunkt � 0, so wird angenommen, da� es sich bei dem gemessenen
Distanzvektor R um eine Fehlmessung handelt. Ist sowohl dEbene gr�o�er Null als auch dPunkt

gr�o�er Null, so ist streng genommen keine Entscheidung m�oglich. In der Praxis wird aber
diejenige Reektorhypothese mit dem gr�o�eren d gew�ahlt.

Die Zuverl�assigkeit dieses Hypothesentests kann nat�urlich durch weitere Informationen
�uber den spezi�schen Me�proze� erh�oht werden. Eine M�oglichkeit ist die Verwendung der
Signalamplitude an den Empf�angern, falls diese vom Me�aufbau geliefert wird.

4.2.7 Spezialfall: Lineare Arrays

Punktf�ormiger Reektor

Wenn die Empf�anger und die Signalquelle auf einer Geraden liegen, wird rang(H) = 1 in
(4.9). Dieser Fall wird deshalb gesondert betrachtet und f�uhrt zu einer stark vereinfachten
L�osung. Es wird im folgenden o.B.d.A. angenommen, da� Empf�anger und Signalquelle ent-
lang der x{Achse angeordnet sind und da� sich die Landmarke in der x=y{Ebene be�ndet.
Man erh�alt dann ein lineares Gleichungssystem der Form

�̂ = Ĥ
h
xO; rO

iT
+ e ; Ĥ = 2

2
666664
Cx
1 ; �R̂1

Cx
2 ; �R̂2

...
...

Cx
N ; �R̂N

3
777775 ;
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f�ur xO und rO, woraus sich Sch�atzwerte x̂O, r̂O ergeben. Hierbei ist zu beachten, da� die
Matrix Ĥ von den gemessenen Distanzen abh�angt. Der Fehler e ist durch ein Ellipsoid

E = fe : eTE�1e � 1g

in der Amplitude begrenzt, wobei E f�ur
"
kleine\ Fehler durch

E = DRDT

mit

D = 2diag
�
~rO � ~R1; ~r

O � ~R2; : : : ; ~r
O � ~RN

�

approximiert werden kann. Eine L�osung f�ur die y{Position ŷO der Landmarke ergibt sich aus

�
ŷO
�2

=
�
r̂O
�2 � �x̂O�2 ;

wobei das Vorzeichen von ŷO nach physikalischen Gesichtspunkten gew�ahlt werden mu�.

Satz 4.7 F�ur eine lineare Anordnung von Empf�angern und Signalquelle ergibt sich die

Menge aller m�oglichen Positionen f�ur einen punktf�ormigen Reektor als

XO =
�
xO : (xO � x̂O)T

�
XO

�
�1

(xO � x̂O) � 1
�

mit

XO = dPunkt F

�
~H
T
E�1 ~H

�
�1

FT

wobei

F =

"
1 0

� ~xO

~yO
~rO

~yO

#

und

dPunkt = 1�
�
�̂ � Ĥ

h
x̂O; r̂O

iT�T
E�1

�
�̂ � Ĥ

h
x̂O; r̂O

iT�

gilt.

Beweis. Aus einer Fehlerfortpanzungsanalyse erster Ordnung entnimmt man, da� xO, rO

durch ein Ellipsoid begrenzt sind, dessen De�nitionsmatrix durch

dPunkt �
�
~H
T
E�1 ~H

�
�1

gegeben ist. Fehler in der Positionssch�atzung xO, yO sind mit Fehlern in xO, rO durch

"
�xO

�yO

#
� F

"
�xO

�rO

#

verkn�upft, woraus der Satz folgt. �
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Ebener Reektor

Auch im Fall eines ebenen Reektors ergibt sich eine stark vereinfachte L�osung, wenn die
Empf�anger auf einer Geraden liegen. Im Gegensatz zu einem punktf�ormigen Reektor ist
diese L�osung alternativ zur allgemeinen L�osung zu verwenden, wenn die Signalquelle nicht
mit den Empf�angern aufgereiht ist. Die Speziall�osung mu� allerdings verwendet werden,
wenn die Signalquelle mit den Empf�angern aufgereiht ist, da sonst rang(H) = 1 in (4.21)
gilt. Es wird o.B.d.A. angenommen, da� die Empf�anger parallel zur x{Achse im Abstand Cy

angeordnet sind und die Landmarke mit der x=y{Ebene einen rechten Winkel einschlie�t,
soda� sich (4.20) zu

�i = 4Cx
i x

O + 4w ; i = 1; : : : ; N ; w = Cy yO �
�
rO
�2

vereinfacht. Ein lineares Gleichungssystem f�ur xO und w ergibt sich damit zu

�̂ = H

"
xO

w

#
+ e ; H = 4

2
66664
Cx
1 1

Cx
2 1
...

...
Cx
N 1

3
77775 :

Der Fehler e ist durch ein Ellipsoid

E =
n
e : eTE�1e � 1

o
in der Amplitude begrenzt, wobei E durch

E = RDRRT
D

gegeben ist. Mit
�
rO
�2

=
�
xO
�T
xO kann bei vorliegenden Sch�atzwerten x̂O, w ein Sch�atzwert

ŷO aus �
ŷO
�2 � CyŷO + ŵ +

�
x̂O
�2

= 0

gewonnen werden.

Satz 4.8 F�ur eine lineare Anordnung von Empf�angern ergibt sich die Menge aller m�oglichen

Positionen f�ur einen ebenen Reektor als

XO =
�
xO :

�
xO � x̂O

�T �
XO

�
�1 �

xO � x̂O
��

mit

XO = dEbene F
�
HTE�1H

�
�1
FT

wobei

F =

"
1 0

2~xO

Cy�2~yO
1

Cy�2~yO

#

und

dEbene = 1�
�
�̂ �H

h
x̂O ; ŵ

iT�T
E�1

�
�̂ �H

h
x̂O ; ŵ

iT�

gilt.

Beweis. Analog zu Satz 4.7. �
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4.2.8 Spezialfall: Planare Arrays

Punktf�ormiger Reektor

Auch wenn die Empf�anger und die Signalquelle planar liegen, kommt es bei H in (4.9) zu
einem Rangabfall. Es wird o.B.d.A. angenommen, da� Empf�anger und Signalquelle auf der
x=y{Ebene angeordnet sind. Man erh�alt ein lineares Gleichungssystem f�ur xO, yO und rO

gem�a�

�̂ = Ĥ
h
xO; yO; rO

iT
+ e ; Ĥ = 2

2
666664
Cx
1 ; C

y
1 ; �R̂1

Cx
2 ; C

y
2 ; �R̂2

...
...

...

Cx
N ; C

y
N ; �R̂N

3
777775 :

Eine Sch�atzung ẑO f�ur die z{Position der Landmarke ergibt sich aus�
ẑO
�2

=
�
r̂O
�2 � �x̂O�2 � �ŷO�2 :

Die restlichen Berechnungen verlaufen analog zur Behandlung des Spezialfalls eines linearen
Arrays.

Ebener Reektor

Nimmt man o.B.d.A. an, da� die Empf�anger im Abstand Cz parallel zur x=y{Ebene ange-
ordnet sind, so vereinfacht sich (4.22) zu

�i = 4Cx
i x

O + 4Cy
i y

O + 4w ; i = 1; : : : ; N ; w = Cz zO �
�
rO
�2

:

Ein lineares Gleichungssystem f�ur xO, yO und w ergibt sich damit zu

�̂ = H

2
64
xO

yO

w

3
75 + e ; H = 4

2
66664
Cx
1 ; C

y
1 ; 1

Cx
2 ; C

y
2 ; 1

...
...

Cx
N ; C

y
N ; 1

3
77775 :

Mit
�
rO
�2

=
�
xO
�T
xO gewinnt man einen Sch�atzwert ẑO aus

�
ẑO
�2 � Cz ẑO + ŵ +

�
x̂O
�2

+
�
ŷO
�2

= 0 :

Die anschlie�enden Berechnungen verlaufen wieder analog zur Behandlung eines linearen
Arrays.

4.2.9 Rekursive Formulierung

In vielen Anwendungen ist es vorteilhaft, die Sch�atzung der Landmarkenposition durch die
sequentielle Einbeziehung weiterer Messungen zu verbessern. Es wird darum im folgenden
eine rekursive Formulierung der e�zienten Positionssch�atzer angegeben. Aus Platzgr�unden
werden die Rekursionsgleichungen beispielhaft f�ur eine punktf�ormige Landmarke hergeleitet.

Die Herleitung wird durch den Umstand erschwert, da� die Gewichtungsmatrix
�
E(II)

�
�1

keine Diagonalmatrix ist, selbst wenn R diagonal besetzt ist. Der n�achste Satz erlaubt es,

die Bestimmung von �̂(II), �̂
(II)

trotzdem auf ein Standardverfahren zur rekursiven L�osung
�uberbestimmter Gleichungssysteme zur�uckzuf�uhren.
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Satz 4.9 Die Inverse D�1 der Matrix D aus Satz 4.2 ist gegeben durch

D�1 =
�
~RD + 2 ~r I

�
�1 n

I+ ~R ~�T G(I)
o

(4.25)

mit

~� =
h
1� ~T ~�

i
�1

~ :

Beweis. Zweifache Anwendung des Sherman{Morrison{Lemmas [107]. �

Satz 4.10 Die Bestimmung von �̂(II), �̂
(II)

in (4.15) wird durch die Transformationen

H� = H+ ~R ~�T

�̂
�

= �̂ + ~R ~�T ~�

R̂
�

= R̂ + ~R ~�T ~�

auf ein diagonal gewichtetes Kleinste{Quadrate{Problem zur�uckgef�uhrt. Als Gewichtungsma-

trix wird nun
�
E(I)

�
�1

verwendet.

Beweis. Mit D�1 aus Satz 4.9, der Beziehung G(I)H = I und

�
E(II)

�
�1

=
�
D�1

�T
R�1D�1
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HT
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�
�1
H =

�
H+ ~R ~�T

�T n� ~RD + 2 ~r I
�
R
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R
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;

also ein �aquivalentes, diagonal gewichtetes Kleinste{Quadrate{Problem. �

Damit ergeben sich f�ur R = diag (�21; : : : ; �
2
N ) Standard{Rekursionsgleichungen [107]

zur Berechnung von �̂(II), �̂
(II)

aus (4.15) als
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, �̂

(II)
0 = [0; 0; 0]T , �̂

(II)

0
= [0; 0; 0]T , P

(II)
0 = c I,

c gro�, und den Transformationen

h�k = 2Ck + ~Rk~� ;

�̂�k = �̂k + ~Rk ~�
T ~� ;

R̂�k = R̂k + ~Rk ~�
T ~� :
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P
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Abbildung 4.5: Zusammenfassung des rekursiven Verfahrens zur Bestimmung aller Positio-
nen einer punktf�ormigen Landmarke, welche kompatibel mit den a priori
gegebenen Fehlergrenzen sind.
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Zur Herleitung eines rekursiven Verfahrens zur Bestimmung der Menge aller m�oglichen
Punktreektoren fehlt nun noch eine vereinfachte Formulierung von dPunkt aus (4.3), welche
im folgenden Satz geliefert wird.

Satz 4.11 dPunkt aus Satz 4.3 kann durch die Transformation aus Satz 4.10 stark vereinfacht

werden und ergibt sich zu

dPunkt = 1� �̂�T
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Beweis. �Ahnlich wie Satz 4.10. �

Eine rekursive Formulierung von dPunkt ergibt sich nun als

dPunktk = Ak + Bk r̂
O
k + Ck x̂

O
k + Dk x̂

O
k r̂

O
k + Ek

�
r̂Ok

�2
+
�
x̂O
�T

Fk x̂
O
k ;
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f�ur k = 1; : : : ; N .

Das rekursive Verfahren zur Bestimmung der Positionen einer punktf�ormigen Landmarke
ist in der Abb. 4.5 zusammengefa�t.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

In diesem Kapitel wurden geschlossene L�osungen 1. f�ur die Bestimmung der Lage eines Ro-
boters aus reinen Winkelmessungen und 2. f�ur die Bestimmung von Landmarkenpositionen
aus reinen Distanzmessungen hergeleitet. Beiden Verfahren ist gemeinsam, da� die Ber�uck-
sichtigung der auftretenden Unsicherheiten integraler Bestandteil der L�osung ist und nicht
wie h�au�g im nachhinein durchgef�uhrt wird.
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Winkelme�systeme

Das inh�arent nichtlineare Problem der Bestimmung der Lage eines Beobachters aus N Win-
kelmessungen zu bekannten Landmarken wurde in ein lineares Problem transformiert. Diese
Transformation basiert auf der Separation des nichtlinearen Problems in die Bestimmung
der Position und die nachfolgende Bestimmung der Orientierung. Es ergibt sich damit ein
System von N � 1 linearen Gleichungen f�ur die Position und ein System von N linearen
Gleichungen f�ur die Orientierung.

Unsicherheiten in den Landmarkenpositionen und in den Winkelmessungen wurden da-
bei durch ein mengentheoretisches Modell beschrieben. Durch eine vorab durchgef�uhrte
Perturbationsanalyse wurde die Emp�ndlichkeit der Lagesch�atzung auf die Unsicherheiten
in den Landmarkenpositionen und in den Winkelmessungen ermittelt. Diese Emp�ndlich-
keitsabsch�atzung wird dann w�ahrend der L�osung verwendet, um die Unsicherheit in der
Lagesch�atzung zu verringern.

Distanzsensor{Arrays

Zur aktiven Lokalisierung von Umweltmerkmalen wurde ein einfaches und e�zientes Verfah-
ren vorgestellt. Das Verfahren ermittelt kartesische Landmarkenpositionen aus Distanzmes-
sungen, welche mit einem Distanzsensor{Array mit beliebiger Sensoranzahl und Geometrie
gewonnen werden. Spezielle vereinfachte L�osungen ergeben sich dabei f�ur lineare und planare
Arrays. Diese Methode zur Positionssch�atzung ist zum einen genauer als rasterbasierte oder
angen�aherte Verfahren und ist zum anderen weniger rechenintensiv als iterative Methoden.

Unsicherheiten in den Distanzmessungen wurden als unbekannt, aber amplitudenbegrenzt
modelliert. Dieses mengenbasierte Vorgehen ist besonders vorteilhaft, wenn systematische
Fehler nicht vernachl�assigbar sind und die Me�fehler f�ur verschiedene Sensoren voneinander
abh�angen. Die Wirkung der Me�fehler auf die Positionssch�atzung wurde genau untersucht.
Die Ergebnisse wurden dann zur Bestimmung von optimalen Gewichtungsmatrizen herange-
zogen, deren Verwendung zu einer starken Verbesserung der Positionssch�atzung aus gest�orten
Beobachtungen f�uhrt.

Zwei Landmarkenprimitive wurden betrachtet: Punktf�ormige Landmarken und Land-
marken, welche im Reexionsgebiet als eben angesehen werden k�onnen. Diese beiden Typen
werden mit Hilfe eines mengenbasierten Hypothesentests unterschieden.

In diesem Kapitel wurde nur die Lokalisierung einer einzelnen Landmarke betrachtet,
wenn die Zuordnung von Messungen zu Landmarken bereits gegeben ist. Sind mehrere Land-
marken vorhanden oder ist die Zuordnung noch unbekannt, mu� eine Suche nach der besten
Zuordnung durchgef�uhrt werden. Um w�ahrend der Suche unn�otige Wiederholungen von Be-
rechnungen zu vermeiden, wurde eine rekursive Formulierung der vorgestellten e�zienten
Lokalisierungsalgorithmen angegeben.

Der neue Ansatz ist in der Anwendung nicht auf mobile Roboter beschr�ankt, sondern kann
auch bei bildgebenden akustischen Verfahren, in der Seismik und in der Radarme�technik
Verwendung �nden.
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Kapitel 5

Experimentelle Validierung

Einleitung

Das in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellte Lokalisierungsverfahren wurde auf dem
Serviceroboter ROMAN implementiert und in zahlreichen Experimenten validiert. Bei RO-
MAN handelt es sich um einen omnidirektionalen, mobilen Roboter, welcher im Rahmen des
Sonderforschungsbereichs SFB 331

"
Informationsverarbeitung in autonomen, mobilen Hand-

habungssystemen\ an der Technischen Universit�at M�unchen als Experimentierplattform f�ur
den Einsatz in Serviceszenarien dient.

Das Projekt ROMAN wurde mit dem Ziel ins Leben gerufen, die notwendigen Schl�ussel-
komponenten f�ur einen Serviceroboter zu entwickeln, in ein Gesamtsystem zu integrieren
und in typischen Szenarien zu erproben. Der entstandene Serviceroboter, vgl. Abb. 5.1 a),
ist f�ur den Einsatz in Innenr�aumen gedacht und dient dort einem Menschen als pers�onli-
cher Assistent. Da sich der Roboter damit in einer f�ur Menschen konzipierten Umgebung
bewegt, sind dem Menschen vergleichbare Dimensionen, Arbeitsr�aume und Beweglichkeit
notwendig. Au�erdem mu� der Roboter die F�ahigkeit besitzen, sich in einer belebten und
nur unvollst�andig bekannten Umgebung autonom zu bewegen.

Als Lokomotionsplattform wurde ein omnidirektionales Radfahrwerk konzipiert, welches
eine hohe Beweglichkeit aufweist und eine Geschwindigkeit von etwa 2 m/s erreicht. Die
Plattform basiert auf drei unabh�angig voneinander lenkbaren R�adern, von denen nur eines
angetrieben wird. Ein Verfahren zur Koordinierung [DA5] sorgt daf�ur, da� sich die R�ader
zu jedem Zeitpunkt in einer sinnvollen Kon�guration be�nden. Zur F�uhrung des Roboters
wird ein Fuzzy{Navigationssystem [DA7, 112] eingesetzt, welches die drei Freiheitsgrade
des Roboters in der Translation und der Rotation nutzt. Die resultierende Beweglichkeit
ist mit Fahrzeugen vergleichbar, welche auf Spezialr�adern wie z.B. MECANUM{R�adern [3]
basieren. Durch die Verwendung von konventionellen R�adern mit gro�em Durchmesser (0:2
m) bewegt sich ROMAN jedoch vibrationsarm und kann unterschiedliche Bodenbel�age bis
hin zu Teppichb�oden befahren.

W�ahrend der Durchf�uhrung einer Serviceaufgabe mu� der Roboter seine Umgebung di-
rekt beeinussen, d.h. T�uren oder Schubladen �o�nen, Gegenst�ande manipulieren, Schalter
bedienen und einfache Reinigungsoperationen ausf�uhren. Zu diesem Zweck ist er mit einem
sechsachsigen Manipulator ausger�ustet, dessen Abmessungen und Bewegungsfreiheitsgrade
dem menschlichen Arm entsprechen. Um den beschr�ankten Arbeitsbereich des Manipula-
tors zu erweitern, wird dieser beim Ausf�uhren einer gew�unschten Bewegung ggf. durch eine
Hoch/Tief{Linearachse und die Lokomotionsplattform unterst�utzt.

ROMAN ist f�ur einen autarken Betrieb von bis zu vier Stunden geeignet, da er �uber
eine bordeigene Energieversorgung verf�ugt. Au�erdem k�onnen Experimentdaten �uber eine
Funkverbindung an die Au�enwelt �ubermittelt werden.

Die Lokalisierung von ROMAN stellt auf der einen Seite eine Herausforderung an die
Entwicklung von Hard{ und Softwarekomponenten dar, wenn die potentiell verf�ugbare hohe
Man�ovrierf�ahigkeit im praktischen Einsatz genutzt werden soll. Ein wesentlicher Grund daf�ur
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Abbildung 5.1: a) Der mobile Serviceroboter ROMAN. b) Schema des verwendeten laser-
basierten Winkelme�systems.

ist die bei diesem Robotertyp prinzipbedingte Ungenauigkeit der Lokalisierung durch Fort-
schreibung einer bekannten Anfangslage auf der Basis von Odometriesensoren. Der Gro�teil
einer schritthaltenden Lokalisierung mu� also von Geometriesensoren zur Vermessung von
Umweltmerkmalen getragen werden.

Auf der anderen Seite bietet die Entwicklung einer Lokalisierungseinrichtung f�ur den Ser-
viceroboter ROMAN eine gro�e Chance. Gelingt die Bereitstellung eines geeigneten Systems
f�ur diesen Prototypen, so k�onnten Derivate davon in einer ganzen Klasse von Robotern
in zuk�unftigen Anwendungen eingesetzt werden. Au�erdem ergibt sich durch den Einsatz
im Rahmen des Sonderforschungsbereichs die M�oglichkeit einer intensiven Evaluierung in
typischen Situationen unter realen Einsatzbedingungen.

5.1 Multisensorsystem

Zur Bestimmung der inkrementellen Lage�anderung des Roboters stehen ein Odometriesy-
stem und ein Kreisel zur Verf�ugung. Das Odometriesystem beruht dabei ausschlie�lich auf
den Tragr�adern, da wegen der Omnidirektionalit�at des Roboters keine separaten Me�r�ader
verwendet werden k�onnen.

Geometriesensoren zur Verwendung auf ROMAN m�ussen die folgenden Anforderungen
erf�ullen. Sie m�ussen

� einfach, wartungsarm und preiswert sein,
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� d�urfen keine Vorzugsrichtung aufweisen,

� eine geeignete Reichweite besitzen,

� und bei variierenden Umgebungsbedingungen
mit gleichbleibender Genauigkeit arbeiten.

Die Wahl �el deshalb auf zwei aktive Sensorsysteme, die nach unterschiedlichen physikali-
schen Prinzipien arbeiten. Ein laserbasiertes Winkelme�system dient der Lokalisierung von
ROMAN an k�unstlichen, passiven Landmarken. Zur Lokalisierung des Roboters an nat�urli-
chen Landmarken und zur Detektion unerwarteter Hindernisse dient ein Ultraschallsensor{
Array. Durch die Verwendung von zwei verschiedenen Me�systemen ergibt sich zum einen
eine h�ohere Genauigkeit sowie ein stabileres Lokalisierungsergebnis. Zum anderen bietet sich
w�ahrend der Entwicklung die M�oglichkeit der vergleichenden Evaluierung, so da� manuellen
Referenzmessungen nur noch eine untergeordnete Rolle zukommt [DA8].

Die Sensoren sind an ein Transputer{Netzwerk angebunden, welches �uber den Roboter
verteilt ist. Dies erm�oglicht die Datenverarbeitung

"
vor Ort\, wodurch lange und st�oranf�allige

analoge Signalleitungen vermieden werden.

Im folgenden werden nun die drei Bestandteile des Multisensorsystems, 1. Odometrie und
Kreisel, 2. laserbasiertes Winkelme�system und 3. Ultraschallsensor{Array kurz vorgestellt
und die Hauptunsicherheitsquellen diskutiert.

5.1.1 Odometrie und Kreisel

Der Roboter ROMAN ist mit einem Odometriesystem versehen, welches die zur�uckgelegten
Wege und Lenkwinkel aller drei R�ader mi�t. Aus diesen Gr�o�en werden mit Hilfe des in
Abschnitt 3.4 vorgestellten Koppelnavigationsverfahrens die Lage�anderungen des Roboters
in Bezug auf eine bekannte Anfangslage bestimmt.

Zus�atzlich ist ROMAN mit einem einfachen, piezoelektrischen Kreisel ausgestattet. Dieser
liefert eine der aktuellen Winkelgeschwindigkeit proportionale Ausgangsgr�o�e, so da� durch
deren Integration die Orientierungs�anderung des Roboters berechnet werden kann.

Me�unsicherheiten von Odometrie und Kreisel

Das Odometriesystem leidet haupts�achlich unter systematischen Fehlern, welche durch 1. un-
sichere Rad/Boden{Kontaktpunkte, 2. unsichere e�ektive Raddurchmesser und 3. Abwei-
chungen in der Koordinierung der drei R�ader bedingt sind. Die Verwendung relativ breiter
R�ader (4 cm) f�uhrt zu den im ersten Punkt aufgef�uhrten Unsicherheiten, da nicht davon
ausgegangen werden kann, da� die R�ader exakt in der Mitte ablaufen. Schmutzablagerun-
gen und Abrieb f�uhren weiterhin zu einer Ver�anderung des e�ektiven Raddurchmessers. Die
ersten beiden Punkte tre�en auf die meisten radbasierten mobilen Roboter zu. Bei ROMAN

wirken sich diese Fehler wegen geringer Radabst�ande aber besonders stark aus. Der dritte
Punkt ist eine Besonderheit von Robotern mit mehreren gelenkten R�adern: Durch Abwei-
chungen bei der Koordinierung der drei R�ader schneiden sich die Radnormalen nicht exakt
in einem Punkt, was zu Unsicherheiten in der Lage des momentanen Drehzentrums des
Roboters f�uhrt, vgl. Abschnitt 3.4.

Die Umdrehungen und Lenkwinkel der einzelnen R�ader werden �uber Digital{Encoder ge-
messen. Dabei entstehende Quantisierungsfehler sind wegen der gew�ahlten hohen Au�osung
vernachl�assigbar [DA5].
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Die vom Kreisel gemessene Winkelgeschwindigkeit ist mit einem zeitvarianten O�set be-
haftet, so da� durch die nachfolgende Integration ein stark korrelierter Fehler in der gesch�atz-
ten Roboterorientierung entsteht, der �uber alle Grenzen w�achst. Als Gegenma�nahme wird
bei jedem Roboterstillstand dieser O�set automatisch gesch�atzt und bei der nachfolgenden
Fahrt zur Korrektur verwendet. Damit ergeben sich typische Orientierungsfehler von etwa
150o pro Stunde.

Um die Winkelgeschwindigkeit zu erhalten, mu� die Ausgangsgr�o�e des Kreisels mit ei-
nem Skalierungsfaktor multipliziert werden. Auch dieser Skalierungsfaktor ist zeitvariant und
�andert sich in einem Bereich von �2:5%. Weiterhin leidet der verwendete Kreisel unter einer
extremen Temperaturabh�angigkeit von etwa 0:1o

s
=oC. Die daraus resultierende Abh�angigkeit

der gemessenen Winkelgeschwindigkeit von der Umgebungstemperatur konnte aber durch
eine Festwertregelung der Kreiseltemperatur signi�kant verringert werden.

Durch Integration der skalierten Ausgangsgr�o�e des Kreisels ergibt sich also ein Sch�atz-
wert  ̂�;Kreisel

k f�ur die �Anderung der Roboterorientierung in einem Abtastintervall. Zusam-
men mit den obigen, experimentell ermittelten Kreiselunsicherheiten kann zus�atzlich ein
Unsicherheitsintervall und damit eine Menge von Koppelnavigationsinkrementen durch

X�;Kreisel
k =

n
x
�;Kreisel
k : x�;Kreiselk ; y

�;Kreisel
k beliebig;

��� �;Kreisel
k �  ̂�;Kreisel

k

��� < �Kreiselk

o

angegeben werden. Es handelt sich dabei um zwei zur x=y{Ebene des Roboterkoordinaten-
systems zum Zeitpunkt k � 1 parallele Ebenen, die um 2 �Kreiselk separiert sind.

Das in Abschnitt 3.4 beschriebene odometriebasierte Koppelnavigationsverfahren wird
f�ur die Verwendung mit ROMAN mit dessen Radpositionen und den maximalen Fehlern bei
den Rad/Boden{Kontaktpunkten parametriert. F�ur den Raddurchmesser wird eine Ver�ande-
rung um maximal 4 mm angenommen. Die aus den Odometriedaten resultierenden Kop-
pelnavigationsinkremente x�;Odok werden zu jedem Zeitpunkt mit x�;Kreiselk fusioniert. Damit
pr�adiziert das Verfahren auf einer Fahrtstrecke von einem Meter in Abh�angigkeit vom durch-
gef�uhrten Fahrman�over typischerweise Unsicherheiten von 20 mm { 50 mm in der Position
quer zur Fahrtrichtung, 10 mm { 20 mm l�angs zur Fahrtrichtung. Bei einer Rotation des
Roboters werden als typische Grenzen f�ur die Orientierungsabweichungen 4o { 8o pro 360o

berechnet. In Experimenten wurde eine gute �Ubereinstimmung dieser pr�adizierten mit den
realen Abweichungen festgestellt.

5.1.2 Winkelme�system

Zur Lokalisierung ist ROMAN mit einem laserbasierten Winkelme�system [DA4] ausgestat-
tet, welches die Winkel zu k�unstlichen vertikalen Landmarken bestimmt. Das Funktions-
prinzip ist in der Abb. 5.1 b) dargestellt. Ein kontinuierlich ausgesendeter Laserstrahl wird
von einem schnell rotierenden Umlenkspiegel abgelenkt und tastet so die Umgebung in einer
horizontalen Ebene mit einer Reichweite von 20 m ab. Der Umlenkspiegel rotiert dabei mit
20 Umdrehungen pro Sekunde. Tri�t der Strahl auf eine Landmarke, so wird dies von einer
Empfangsdiode detektiert. Als Landmarken werden retro{reektierende Streifen von 4 cm
Breite verwendet, wobei diese von dem Me�system nicht unterschieden werden k�onnen. Zur
Verringerung von Verdeckungen ist das System auf einer H�ohe von 1:8 m �uber dem Boden
auf dem Roboter montiert.
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Abbildung 5.2: Me�kette eines Ultraschallsensor{Arrays und Me�unsicherheiten.

Me�unsicherheiten im Winkelme�system

Die Hauptunsicherheitsquelle f�ur das Winkelme�system ist durch Fehler in der angenom-
menen Position der Landmarken gegeben. Unsicherheiten im Me�vorgang entstehen wegen
einer hohen absoluten Me�genauigkeit nur durch Vibrationen im Aufbau beim �Uberfah-
ren von Bodenunebenheiten. Diese stochastischen Me�unsicherheiten sind wegen der hohen
Me�rate vernachl�assigbar gegen�uber den durch ungenau bekannte Landmarkenpositionen
und Unzul�anglichkeiten bei der Kalibrierung auftretenden systematischen Fehlern.

F�ur die Positionen der Landmarken ergeben sich w�ahrend des Einme�vorgangs Unsicher-
heiten zwischen �20 mm und �30 mm. Als Fehlergrenzen f�ur die Winkelmessung werden
die in [DA4] ermittelten Werte von �0:02o angenommen.

5.1.3 Ultraschallsensor{Array

ROMAN ist mit einem Array von akustischen Signalquellen und Mikrophonen versehen, wel-
che auf einheitlicher H�ohe auf der Au�enhaut des Roboters befestigt sind [110, 111, DA2].
Dieses Multisonarsystem beruht auf dem Puls{Echo{Prinzip und besteht aus jeweils 24 iden-
tischen Quellen und Mikrophonen mit einer Tr�agerfrequenz von 40 kHz. Die maximale Reich-
weite betr�agt je nach Objekttyp etwa 3 { 4 m. Jede Signalquelle ist mit einer Ansteuerschal-
tung zur Pulserzeugung versehen, jedes Mikrophon ist mit einem analogen Echodetektor
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verbunden. Nachgeschaltete digitale Z�ahler, welche in den Adre�raum von vier Transputern
eingeblendet sind, bestimmen die einzelnen Pulslaufzeiten. Die zu einem lokalen Netzwerk
verschalteten Transputer �ubernehmen die Kon�gurierung des Systems, die Bestimmung der
Sendezeitpunkte und die Verarbeitung der gemessenen Pulslaufzeiten [DA6].

Me�unsicherheiten im Ultraschallsensor{Array

In der Abb. 5.2 ist die Me�kette des Ultraschallsensor{Arrays schematisch dargestellt. Es
lassen sich f�unf Hauptfehlerquellen identi�zieren:

� Modellierungsfehler Sensor/Umgebung: Bei der Bestimmung der Lage realer Ob-
jekte werden gem�a� Abschnitt 4.2 in Kapitel 4 zwei einfache Modelle f�ur die Interak-
tion zwischen Sensor und Umgebung verwendet. Es wird dabei angenommen, da� die
Objekte schallhart sind und eine Spiegelreexion statt�ndet. Rauhe Ober�achen und

"
weiche\ K�orper f�uhren zu Abweichungen von der Modellvorstellung und damit zu
Me�fehlern. Diese Me�fehler sind deterministischer Natur, wertekontinuierlich und die
Fehler f�ur unterschiedliche Sensorelemente sind voneinander abh�angig.

� Me�kanal: Durch Turbulenzen und Temperaturgradienten im Luftraum zwischen den
Sensoren und den Objekten kommt es zu Fehlern in den gemessenen Distanzen. Diese
Fehler sind stochastischer Natur, stark korreliert und haben eine unbekannte Vertei-
lung. Weiterhin sind diese Fehler wertekontinuierlich und f�ur unterschiedliche Sensoren
voneinander abh�angig.

� Analoge Elektronik: Durch rauschende elektronische Bauteile (Verst�arker, passi-
ve Bauteile, : : : ) ergeben sich stochastische, kontinuierliche St�orungen, welche f�ur
unterschiedliche Sensoren voneinander unabh�angig sind.

� Echodetektion: Zur Detektion der Echos werden einfache, handels�ubliche Schwel-
lendetektoren verwendet, so da� die Detektionszeitpunkte und damit die gemessenen
Entfernungen von der Echoamplitude abh�angen. Da es sich bei dem Echo um ein am-
plitudenmoduliertes 40 kHz Signal handelt, variieren die gemessenen Entfernungen al-
lerdings nicht kontinuierlich mit der Empfangsamplitude, sondern weisen Spr�unge von
jeweils einer Wellenl�ange8) auf, Abb. 5.2. Die dadurch entstehenden deterministischen
Fehler sind wertediskret und f�ur unterschiedliche Sensoren voneinander abh�angig.

� Zeitmessung: Der Zeitraum zwischen dem Aussenden eines Pulses und der Detekti-
on seines Echos an einem Empf�anger wird mit Hilfe von digitalen Z�ahlern gemessen.
Die dabei auftretenden Quantisierungsfehler sind deterministisch, wertediskret und f�ur
verschiedene Empf�anger voneinander unabh�angig.

Die deterministischen Fehler durch den verwendeten Echodetektor und die Modellie-
rungsfehler stellen den gr�o�ten Teil der Unsicherheiten dar. Au�erdem treten die stochasti-
schen Unsicherheiten durch die konsequente Verwendung der in Abschnitt 3.6.3 beschrie-
benen Zeitmultiplex{Me�verfahren weiter in den Hintergrund, so da� es sich hier anbietet,
mengenbasierte Verfahren zur Verarbeitung der Sensordaten einzusetzen.

Experimentell wurde gezeigt, da� die typischen maximalen Fehler bei der Echodetekti-
on 2 { 3 Wellenl�angen, d.h. 17 mm { 25 mm, betragen. Im Rahmen der Fusion wird daher
davon ausgegangen, da� bei Hinzunahme der stochastischen Me�unsicherheiten die Entfer-
nungsme�fehler auf �20 mm begrenzt sind. F�ur die Unsicherheiten bei der Modellierung der

8)Die Wellenl�ange betr�agt 8:5 mm bei einer Schallgeschwindigkeit von etwa 340 m/s.
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Abbildung 5.3: Eine Aufnahme der Experimentierumgebung mit den verwendeten k�unst-
lichen Landmarken und den nat�urlichen Landmarken wie � W�ande, �
Schr�anke und � Tische.

Umgebung werden bei W�anden �30 mm { �50 mm f�ur die Position des Ankerpunktes und
�1o { �3o f�ur die Orientierung angenommen.

5.2 Langstreckenexperiment:

Fl�achendeckende Inspektion

Zur Demonstration der Praxistauglichkeit der vorgestellten Lokalisierungsalgorithmen wur-
den mit dem mobilen Roboter ROMAN �achendeckende Langstreckenexperimente durch-
gef�uhrt. Das im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Experiment besteht in der Bew�altigung
eines kurvenreichen Kurses von mehr als einem Kilometer L�ange, welcher ohne Stop in etwa
45 Minuten durchfahren wird.

Zur Lokalisierung des Roboters wird die in der Abb. 3.24 dargestellte Struktur verwendet.
Um im Rahmen des Experimentes auf manuelle Referenzmessungen verzichten zu k�onnen,
wird durch Auftrennen einiger geeigneter Verbindungen erzwungen, da� nur noch die Fusi-
onsknoten der Ultraschallsensor{Arrays miteinander kommunizieren k�onnen. Zur Navigation
des Roboters wird lediglich die fusionierte Lagesch�atzung auf der Basis der Ultraschalldaten
verwendet, die auf den Daten des Lasernavigationssystems beruhende Lagesch�atzung dient
als unabh�angige Referenz. Experimentelle Ergebnisse zur Navigation auf Basis der Daten
des Lasernavigationssystem �nden sich in [116, 120].

Es ist zu betonen, da� diese Auftrennungen nur vorgenommen werden, um die Aus-
sagekraft des Experimentes zu erh�ohen. In einer praktischen Applikation wird aus den
in Abschnitt 3.7.1 aufgef�uhrten Gr�unden nat�urlich ein voll konnektives Fusionsnetzwerk
vorgezogen.

Die Experimentierumgebung ist in der Abb. 5.3 dargestellt. Als Landmarken zur Lokali-
sierung des Roboters werden k�unstliche Marken f�ur das Lasernavigationsystem und nat�urlich
vorhandene Gegenst�ande wie W�ande, Schr�anke und Tische f�ur das Multisonarsystem verwen-
det. Die f�ur das Experiment verwendete Landmarkenkarte ist in der Abb. 5.4 a) dargestellt.

W�ahrend der Inspektionsaufgabe folgt der Roboter dem in der Abb. 5.4 b) dargestell-
ten �achendeckenden Sollkurs, welcher mit dem Verfahren aus [109] automatisch generiert
wurde. Um die unbegrenzte Langzeitstabilit�at des Verfahrens zu zeigen, wurde der Kurs mit
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Abbildung 5.6: a) Ergebnis der Lagesch�atzung mit Hilfe des Lasernavigationssystems f�ur
12 Runden. b) Ergebnis der Lagesch�atzung mit Hilfe des Multisonarsy-
stems f�ur 12 Runden. c) Ergebnis der Integration der Lageinkremente aus
der Koppelnavigation (Darstellung nach 6 Runden abgebrochen).

einer Nominalgeschwindigkeit von 1000 mm/s vom Roboter repetierend durchfahren. Nach
12 Runden betr�agt die gesamte zur�uckgelegte Strecke 1048:3 m. Der Gesamtkurs mit 132
180o{Kurven und 72 90o{Kurven wird in etwa 45 Minuten zur�uckgelegt. Den Verlauf der
Momentangeschwindigkeit �uber den Kurs zeigt die Abb. 5.5. Man erkennt, da� der Roboter
w�ahrend enger Kurven die Nominalgeschwindigkeit nicht halten kann, so da� sich f�ur den
gesamten Kurs eine mittlere Geschwindigkeit von etwa 400 mm/s ergibt. Weiterhin wird
deutlich, da� in den Kurven hohe Winkelgeschwindigkeiten von etwa 30o/s auftreten.

Die Ergebnisse der Lagesch�atzung des Referenzme�systems, d.h. des Lasernavigationssy-
stems, sind in der Abb. 5.6 a) gezeigt. Diese Ergebnisse werden lediglich zur �Uberpr�ufung
der Lagesch�atzung mit Hilfe des Multisonarsystems herangezogen und stehen dem Fahrzeug
nicht zur Navigation zur Verf�ugung. Die Ergebnisse der Lagesch�atzung mit Hilfe des Multiso-
narsystems, welche dem Roboter in diesem Experiment als Grundlage der Navigation diente,
sind in der Abb. 5.6 b) dargestellt, wobei hier willk�urlich die Daten des ersten Fusionskno-
tens gew�ahlt wurden. An den hell hinterlegten Stellen reichen die vorhandenen nat�urlichen
Landmarken nicht aus, um mit dem Multisonarsystem eine dem Lasernavigationssystem
vergleichbare Genauigkeit zu erzielen. Be�nden sich hingegen geeignete Landmarken im Ein-
zugsbereich des Multisonarsystems, so ist die erzielte Genauigkeit nicht wesentlich schlechter
als die des Lasernavigationsystems.

Zum Vergleich wurden die Lageinkremente der Koppelnavigation au�ntegriert und in der
Abb. 5.6 c) dargestellt. Es wird deutlich, da� die Koppelnavigationsfehler w�ahrend der Fahrt
akkumulieren und stark korrelierter Natur sind.
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Abbildung 5.7: a) Vergleich der Daten des Fusionsknotens Lasernavigation mit dem ersten
Fusionsknoten des Multisonarsystems. b) Vergleich der Daten des ersten
und des zweiten Fusionsknoten des Multisonarsystems (alle 12 Runden).
Jeweils euklidische Distanz zwischen den Positionssch�atzungen f�ur einen
Abtastzeitschritt.

Die Abweichungen zwischen den Lagesch�atzungen basierend auf dem Lasernavigations-
system und dem Multisonarsystem sind in der Abb. 5.7 a) gezeigt. Gro�e Abweichungen
(> 50 mm) entstehen in den bereits angesprochenen Bereichen, welche in der Abbildung
Abb. 5.6 a) hell hinterlegt sind. Die Unterschiede zwischen den Lagesch�atzungen der ein-
zelnen Fusionsknoten f�ur das Multisonarsystem sind dagegen sehr gering, wie f�ur die ersten
beiden Fusionsknoten in der Abb. 5.7 b) gezeigt.

Um ein Gef�uhl f�ur die Gr�o�en der von dem Lokalisierungsverfahren berechneten Ro-
boterlagemengen zu vermitteln, sind in der Abb. 5.8 die Positionsunsicherheiten f�ur bei-
de Me�verfahren dargestellt. Diese wurden als die Wurzel des Volumens der Projektio-
nen der gesch�atzten Roboterlagemengen auf die x=y{Ebene des Inertialkoordinatensystems
bestimmt.

Wesentliche Ergebnisse des Kapitels

Das vorgeschlagene Verfahren zur Lokalisierung wurde auf dem Serviceroboter ROMAN im-
plementiert und in Langstreckenexperimenten zur �achendeckenden Inspektion validiert. Bei
der Vorstellung des dazu erforderlichen Multisensorsystems wurde kurz auf die einzelnen
Komponenten eingegangen, das Hauptaugenmerk aber auf die Diskussion der vorliegenden
Me�unsicherheiten gelegt.

Die Aussagekraft der Experimente wurde durch die unabh�angige Lokalisierung von RO-

MAN mittels Multisonarsystem und Lasernavigationssystem erh�oht. Hierzu wurde die Fle-
xibilit�at des dezentralen Fusionsschemas genutzt, um Kommunikationskan�ale zwischen den
Fusionsknoten derart aufzutrennen, da� zwei autonome Subnetze zur Fusion entstehen. Ei-
nes dieser Fusionsnetze verarbeitet die Daten des Multisonarsystem, das andere die Daten
des Lasernavigationssystems. Zur Navigation wurden dem Roboter nur die Lagesch�atzungen
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Abbildung 5.8: Die berechneten Positionsunsicherheiten f�ur die Lokalisierung mit a) La-
sernavigationssystem, b) Multisonarsystem (alle 12 Runden).

auf Basis der Daten des Multisonarsystems zur Verf�ugung gestellt, die Lagesch�atzungen auf
Basis der Daten des Lasernavigationssystems dienten als Referenz.

Die Experimente zeigen die hohe Genauigkeit und die unbegrenzte Langzeitstabilit�at des
vorgeschlagenen Lokalisierungsverfahrens. Weiterhin wird deutlich, da� auch bei stark kor-
relierten oder systematischen Me�unsicherheiten ein realistisches Ma� f�ur die Unsicherheit
der Roboterlagesch�atzung angegeben wird. Diese Eigenschaft wird genutzt, um z.B. zu
entscheiden, ob Engstellen sicher passierbar sind.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein integriertes Verfahren zur Initialisierung und rekursiven St�utzung
der Sch�atzung der Lage eines in der Ebene beweglichen mobilen Roboters mit Hilfe eines
bordeigenen Multisensorsystems entwickelt. Hierbei konnten f�ur zwei weit verbreitete Geo-
metriesensoren, n�amlichWinkelme�systeme und Distanzsensor{Arrays beliebiger Geometrie,
eine Reihe neuer Erkenntnisse gewonnen werden.

Zur Initialisierung der Lagesch�atzung wurde ein e�zientes Verfahren vorgestellt, wel-
ches auf einem Satz von N > 3 gemessenen Winkeln beruht, wobei aber die Zuordnung
von gemessenen Winkeln zu Umweltmerkmalen zun�achst nicht bekannt ist. Auf der Basis
einer Umweltkarte, in welcher bekannte Merkmale als Landmarken verzeichnet sind, be-
stimmt ein schnelles Suchverfahren diese Zuordnung und damit die initiale Roboterlage.
Dabei stellt eine neue geschlossene L�osung f�ur die Berechnung von Roboterlagewerten aus
Winkelmessungen den Kern dieses Verfahrens dar. Das Initialisierungsverfahren ber�ucksich-
tigt die m�ogliche Verdeckung von Landmarken ebenso wie Fehlmessungen und kann damit
auch in nichtkonvexer Umgebung eingesetzt werden.

Nach erfolgter Initialisierung wird die Roboterlage w�ahrend der Fahrt durch ein Kop-
pelnavigationsverfahren fortgeschrieben, welches die systematischen Fehler bei der inkre-
mentellen Lagesch�atzung ber�ucksichtigt. Neben der allgemeinen Vorgehensweise wurde auch
ein speziell auf omnidirektionale Roboter zugeschnittenes Koppelnavigationsverfahren vor-
gestellt. Wegen des fehlenden Umweltbezugs kommt es prinzipbedingt zu akkumulierenden
Fehlern, so da� die Roboterlagesch�atzung st�andig durch die Daten der Geometriesensoren
gest�utzt wird, um die erforderliche Genauigkeit zu gew�ahrleisten. Hierzu wird eine Form der
rekursiven Roboterlagesch�atzung vorgestellt, welche die Lagepr�adiktion aus der Koppelnavi-
gation zur Sensoreinsatzplanung verwendet. Vor jeder Messung werden aus der Umweltkarte
automatisch 1. geeignete Landmarken ausgew�ahlt, 2. virtuelle Sensoren zur Vermessung die-
ser Landmarken durch Kon�gurierung des Sensorsystems gebildet, dann 3. die Messung im
interessierenden Bereich durchgef�uhrt und mit Hilfe des Me�ergebnisses 4. die pr�adizierte
Roboterlage korrigiert. Dadurch wird die Lagesch�atzung unanf�allig gegen Me�ausrei�er, wo-
bei gleichzeitig eine drastische Erh�ohung der Me�rate erreicht wird. Insbesondere wurde ein
Zeitmultiplex{Me�verfahren entwickelt, welches selbst mit einfachen Ultraschall{Sensoren
Abtastraten von 450 Hz pro Landmarke zul�a�t.

Neben der geschlossenen L�osung f�ur die Bestimmung der Lage eines Beobachters aus
N Winkelmessungen zu bekannten Landmarken konnte auch f�ur die Bestimmung der La-
ge einfacher Landmarken mit Hilfe eines Distanzsensor{Arrays mit beliebiger Sensoranzahl
und Geometrie eine geschlossene L�osung gefunden werden. Beide Problemstellungen f�uhren
zun�achst auf nichtlineare, �uberbestimmte Gleichungssysteme, welche �ublicherweise mit itera-
tiven Methoden gel�ost werden. In dieser Arbeit wurden jedoch exakte analytische L�osungs-
algorithmen hergeleitet. Beiden L�osungsalgorithmen ist gemeinsam, da� die auftretenden
Unsicherheiten als integraler Bestandteil w�ahrend der Lokalisierung ber�ucksichtigt werden.
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Zur Fusion der Daten verschiedener Sensoren in einem Multisensorsystem wurde ein
dezentrales Fusionsschema vorgestellt. Hierbei wurde als Alternative zu statistisch moti-
vierten Fusionsverfahren der Entwurf auf der Basis mengentheoretischer Konzepte vorge-
schlagen. Diese Vorgehensweise ergibt nichtlineare Filter geringer Komplexit�at auch f�ur den
Fall, da� ein Zustand aus Beobachtungen gesch�atzt wird, welche durch systematische oder
stark korrelierte Fehlerquellen gest�ort sind. Das zum Entwurf notwendige Handwerkszeug
wurde mit einer bisher nicht bekannten Vollst�andigkeit und Einfachheit in Kapitel 2 dar-
gestellt. Zur Approximation der tats�achlichen L�osungsmengen wurden Ellipsoide und deren
degenerierte Formen verwendet, was zu e�zienten Algorithmen f�uhrt, die in einem mobilen
System in Echtzeit abgearbeitet werden k�onnen. F�ur alle im Zusammenhang mit Ellipsoiden
und deren degenerierten Formen auftretenden Aufgaben wie 1. die Detektion der �Uberlap-
pung, 2. die Berechnung von H�ullellipsoiden f�ur die Schnittmenge, und 3. die Approximation
der Minkowski{Summe wurde ein einheitlicher L�osungsformalismus entwickelt, welcher zu
neuen rekursiven L�osungsalgorithmen f�ur eine beliebige Problemdimension f�uhrt.

Das vorgestellte Lokalisierungsverfahren wurde auf dem omnidirektionalen mobilen Ser-
viceroboter ROMAN hard{ und softwareseitig implementiert und t�aglich im Rahmen von
Serviceaufgaben eingesetzt. Es wurden insgesamt mehrere hundert Kilometer zur�uckgelegt,
wobei stopfreie Fahrten von �uber einem Kilometer L�ange keine Seltenheit waren. Durch
fr�uhzeitige experimentelle Ergebnisse wurden die im Alltagsbetrieb auftretenden hohen An-
forderungen klar und konnten bei der Auslegung des Systems ber�ucksichtigt werden. Die
erreichten Genauigkeiten liegen bei etwa �2 cm, �0:5o f�ur die Lokalisierung mit Hilfe des
Lasernavigationssystems und bei etwa �10 cm, �2o f�ur das Multisonarsystem.

Diese Arbeit kann zum einen als
"
Rezept\ zum Entwurf zuverl�assiger Lokalisierungsver-

fahren f�ur mobile Roboter dienen. Zum anderen sind die im Rahmen dieser Arbeit entwickel-
ten L�osungen zu Problemen der Sensordatenverarbeitung und der Zustandssch�atzung weit
allgemeinerer Natur und k�onnen in den verschiedensten Bereichen nutzbringend eingesetzt
werden. Beispielsweise ist das Verfahren zur winkelbasierten Lokalisierung f�ur die Auswer-
tung beliebiger winkelgebender Sensoren geeignet. Auch der neue Ansatz zur Auswertung
von Distanzsensoren ist in der Anwendung nicht auf mobile Roboter beschr�ankt, sondern
k�onnte beispielsweise auch bei bildgebenden akustischen Verfahren in der Medizin, bei der
Auswertung von seismischen Signalen und in der Radarme�technik Verwendung �nden.

Zur Zustandssch�atzung konnten im Anwendungsfall mengenbasierte Verfahren vorteil-
haft eingesetzt werden, da unkorrelierte stochastische St�orungen klein gegen�uber korrelier-
ten oder systematischen Unsicherheiten waren. Sind die stochastischen Fehler dominant, so
sind selbstverst�andlich stochastische Filter, beispielsweise Kalman{Filter, besser zur Zu-
standsch�atzung geeignet. Treten sowohl stochastische als auch systematische Fehler auf, so
kann die Verwendung eines neuen Filtertyps, des sogenannten SSI{Filters (Statistical and
Set{theoretic Information Filter), angebracht sein. Dieses neue Filter verallgemeinert die
mengenbasierten und statistischen Methoden, wobei diese als Grenzf�alle erreicht werden:
Wenn der stochastische Fehler verschwindet, so konvergiert das SSI{Filter gegen einen rein
mengentheoretischen Sch�atzer; verschwindet der deterministische Fehler, so ergibt sich ein
rein stochastischer Sch�atzer. Sind beide Formen von Unsicherheiten vorhanden, so ergibt
sich als Sch�atzung eine L�osungsmenge, deren Begrenzungen im statistischen Sinne unsi-
cher sind. Im Anhang C werden erste Ergebnisse [116] f�ur den Fall eines skalaren stati-
schen Zustands vorgestellt. Eine Verallgemeinerung des SSI{Filters auf dynamische Systeme
beliebiger Dimension ist Gegenstand aktueller Forschungsarbeiten.
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Anhang A

Erg�anzungen zur e�zienten

Auswertung von Sensordaten

A.1 Berechnung des Landmarkenabstands

mit Gleichung (4.14)

Die quadratische Gleichung (4.14) weist aus physikalischen Gr�unden nur reelle Wurzeln auf.
Dabei k�onnen entweder eine negative und eine positive Wurzel oder zwei positive Wurzeln
auftreten. Im ersten Fall ergibt die positive Wurzel einen Sch�atzwert r̂O f�ur den Landmar-
kenabstand. Im zweiten Fall kann entweder Vorinformation �uber die Landmarkenlage zur
Auswahl herangezogen werden, oder es wird diejenige Wurzel gew�ahlt, welche bei Einsetzen
in

�̂ + 2rOR̂�H
�
�̂(I) + 2rO�̂

(I)
�

den kleinsten Wert ergibt. Diesen Ausdruck erh�alt man durch Verwendung der formalen
Kleinste{Quadrate{L�osung (4.11) in (4.10). Falls die L�osung eindeutig ist, wird von dem
vorgestellten Verfahren also auch nur eine L�osung geliefert.

�Uber die Lage der Wurzeln kann vorab eine Aussage getro�en werden. Durch Abwandlung
desHurwitz{Kriteriums folgt eine notwendige und hinreichende Bedingung daf�ur, da� beide
Wurzeln eines Polynom zweiten Grades gem�a�

ax2 + bx + c

in der rechten Halbebene liegen, als

a > 0 ; b < 0 ; c > 0 :

Wegen

�
�̂(I)

�T
�̂
(I)
< 0 ;

�
�̂(I)

�T
�̂(I) > 0

mu� also

�̂(I)
 > 0:5

gelten, damit (4.14) zwei positive Wurzeln aufweist.
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A.2 Jacobi{Matrizen zur Perturbationsanalyse der

Lagebestimmung mit Winkelme�systemen

Die Jacobi{Matrizen Jx
LM

e und J�e in (4.6) sind gegeben als

J
xLM

e =

2
6666666664

@e1
@xLM

1

@e1
@yLM

1

@e1
@xLM

2

@e1
@yLM

2

@e1
@xLM

3

@e1
@yLM

3

0 0 : : : 0 0

0 0 @e2
@xLM

2

@e2
@yLM

2

@e2
@xLM

3

@e2
@yLM

3

@e2
@xLM

4

@e2
@yLM

4

: : : 0 0

0 0 0 0 @e3
@xLM

3

@e3
@yLM

3

@e3
@xLM

4

@e3
@yLM

4

: : : 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
@eN�1
@xLM

1

@eN�1
@yLM

1

0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
@eN�1
@xLM

N

@eN�1
@yLM

N

3
7777777775

J
�
e =

2
666666664

�
@e1
@1

@e1
@1
�

@e1
@2

@e1
@2

0 0 : : : 0 0

0 �
@e1
@2

@e1
@2
�

@e1
@3

@e1
@3

0 : : : 0 0

0 0 �
@e1
@3

@e1
@3
�

@e1
@4

@e1
@5

: : : 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
@eN�1
@N

0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
@eN�1
@N�1

@eN�1
@N�1

�
@eN�1
@N

3
777777775

;

mit den Elementen

@ei
@xLM

i

=
n
xLMi+1 � ~xS

o
sin(i) sin(i+1)

�

n
yLMi+1 � ~yS

o
cos(i) sin(i+1)

@ei
@xLM

i+1

=
n
xLMi � xLMi+2

o
sin(i) sin(i+1)

+
n
yLMi � ~yS

o
cos(i) sin(i+1)

+
n
yLMi+2 � ~yS

o
sin(i) cos(i+1)

@ei
@xLM

i+2

= �
n
xLMi+1 � ~xS

o
sin(i) sin(i+1)

�

n
yLMi+1 � ~yS

o
sin(i) cos(i+1)

@ei
@yLM

i

=
n
yLMi+1 � ~yS

o
sin(i) sin(i+1)

+
n
xLMi+1 � ~xS

o
cos(i) sin(i+1)

@ei
@yLM

i+1

=
n
yLMi � yLMi+2

o
sin(i) sin(i+1)

�

n
xLMi � ~xS

o
cos(i) sin(i+1)

�

n
xLMi+2 � ~xS

o
sin(i) cos(i+1)

@ei
@yLM

i+2

= �
n
yLMi+1 � ~yS

o
sin(i) sin(i+1)

+
n
xLMi+1 � ~xS

o
sin(i) cos(i+1)

@ei
@i

= �
n
xLMi+1y

LM
i � yLMi+1x

LM
i + ~xS

�
yLMi+1 � yLMi

�
+ ~yS

�
xLMi � xLMi+1

�o
sin(i) sin(i+1)

+
n�
xLMi+1 � ~xS

��
xLMi � xLMi+2

�
+
�
yLMi+1 � ~yS

��
yLMi � yLMi+2

�o
cos(i) sin(i+1)

�

n
xLMi+2y

LM
i+1 � yLMi+2x

LM
i+1 + ~xS

�
yLMi+2 � yLMi+1

�
+ ~yS

�
xLMi+1 � xLMi+2

�o
cos(i) cos(i+1)

@ei
@i+1

=
n
xLMi+1y

LM
i � yLMi+1x

LM
i + ~xS

�
yLMi+1 � yLMi

�
+ ~yS

�
xLMi � xLMi+1

�o
cos(i) cos(i+1)

+
n�
xLMi+1 � ~xS

��
xLMi � xLMi+2

�
+
�
yLMi+1 � ~yS

��
yLMi � yLMi+2

�o
sin(i) cos(i+1)

+
n
xLMi+2y

LM
i+1 � yLMi+2x

LM
i+1 + ~xS

�
yLMi+2 � yLMi+1

�
+ ~yS

�
xLMi+1 � xLMi+2

�o
sin(i) sin(i+1)
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Anhang B

Mengenbasierte Zustandssch�atzung

B.1 Beschreibung von Ellipsoiden

Eine ellipsoidale Menge A wird durch ihren Mittelpunkt â und eine positiv de�nite Matrix
A beschrieben. Es gilt damit

A =
n
x : (x� â)TA�1(x� â) � 1

o
:

Im IRN werden also N + N(N+1)

2
Parameter ben�otigt, wobei o�ensichtlich N Parameter auf

den Mittelpunkt und N(N+1)

2
Parameter auf die De�nitionsmatrix entfallen.

B.2 A�ne Transformation eines Ellipsoids

Eine a�ne Transformation vom IRN auf den IRM sei gegeben als

y = Tx + t ;

mit T 2 MM;N , t 2 MM;1. Gilt x 2 A, so folgt y 2 B mit

B =
�
y :

�
y � b̂

�T
B�1

�
y � b̂

�
� 1

�

b̂ = Tâ+ t

B = TATT :

B.3 Volumen eines Ellipsoids

Das Volumen eines Ellipsoids A im IRN ist durch

V =
�

N
2

E
�
N
2
+ 1

�qdet(A) (B.1)

gegeben und damit proportional zu
q
det(A). E(:) stellt die Eulersche Zahl [104] dar.
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B.4 Transformation eines Ellipsoidenpaars

In diesem Abschnitt werden die Hauptachsen zweier Ellipsoide durch eine gemeinsame Trans-
formation mit den Achsen des Koordinatensystems ausgerichtet.

Gegeben seien zwei Ellipsoide A und B im IRN , wobei diese gem�a� Abschnitt B.1 durch
ihren Mittelpunkt und eine De�nitionsmatrix beschrieben sind. Der Wunsch nach der besag-
ten Transformation f�uhrt auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, wobei im Einzelfall
zu entscheiden ist, ob die Verwendung der De�nitionsmatrizen oder ihrer Inversen numerisch
g�unstiger ist.
Fall 1: Verwendung der De�nitionsmatrizen A, B. Aus

det(B� �A) = 0

ergibt sich ein Polynom N{ten Grades, dessen Nullstellen die N positiv reellen verallgemei-
nerten Eigenwerte �i, i = 1; : : : ; N des MatrizenpaarsA,B darstellen. DieN Eigenvektoren
ei, i = 1; : : : ; N ergeben sich dann aus

(B� �iA)ei = 0 ; i = 1; : : : ; N ;

wodurch eine Transformationsmatrix

T = [e1; : : : ; eN ]

angegeben werden kann. Normiert man diese Transformationsmatrix gem�a�

TTBT = I ;

d.h. f�uhrt man eine Normalisierung durch, so ergibt sich

A� = TTAT = diag (�1; : : : ; �N)

B� = TTBT = I :

F�ur die transformierten Mittelpunkte gilt

â� = TT â

b̂
�

= TT b̂ :

Fall 2: Verwendung der Inversen der De�nitionsmatrizen A�1, B�1. Aus

det(B�1 � �A�1) = 0

ergeben sich wieder N positiv reelle verallgemeinerte Eigenwerte �i, i = 1; : : : ; N des
Matrizenpaars A�1, B�1. Mit

(B�1 � �iA�1)ei = 0 ; i = 1; : : : ; N :

erh�alt man N Eigenvektoren ei, i = 1; : : : ; N , die wieder zu einer Transformationsmatrix

T = [e1; : : : ; eN ]

angeordnet werden. Nach der Normalisierung von T gem�a�

TTB�1T = I ;
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ergibt sich

�
A�1

�
�

= TTA�1T = diag (�1; : : : ; �N)�
B�1

��
= TTB�1T = I :

F�ur die transformierten Mittelpunkte erh�alt man

â� = T�1â

b̂
�

= T�1b̂ :

Zu diesen Ausf�uhrungen ist zu bemerken, da� hier lediglich das Konzept der Transforma-
tion geschildert wurde. In einer Implementierung sind gegebenenfalls numerisch g�unstigere
Verfahren zu w�ahlen, die zum Beispiel in [105] zu �nden sind.

B.5 Minkowski{Summe zweier Ellipsoide

Die Minkowski{Summe zweier Ellipsoide A, B gegeben durch

A = fa : (a� â)TA�1(a� â) � 1g
B = fb : (b� b̂)TB�1(b� b̂) � 1g ;

kann durch ein �au�eres H�ullellipsoid der Form

C = fc : (c� ĉ)TC�1(c� ĉ) � 1g

mit

ĉ = â+ b̂ ; C =
1

0:5� �A+
1

0:5 + �
B

approximiert werden [100]. Das H�ullellipsoid mit minimalem Volumen ergibt sich mit � als
die einzige Nullstelle von

�
P (N)

�T � h�N+1; �N ; : : : ; �; 1
iT

= 0

in [�0:5; 0:5]. Den Koe�zientenvektor erh�alt man rekursiv aus

�
P (i)

�T
=

2
6666666664

2
�
1� �(i)

�
�
1 + �(i)

�
4
�
1� �(i)

�
4
�
1 + �(i)

�
�
1� �(i)

�

3
7777777775

T

h
shift1

�
P (i�1)

�
; shift2

�
Q(i�1)

�iT

und

�
Q(i)

�T
=

2
42
�
1� �(i)

�
�
1 + �(i)

�
3
5
T h

shift2
�
Q(i�1)

�iT
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f�ur i = 1; : : : ; N mit den Anfangswerten P (0) = 0 ; Q(0) = 1.
Beweis. Zun�achst transformieren wir A, B mit den Techniken aus Anhang B.4 gemeinsam
auf Diagonalform, d.h.,

TTAT = I ; TTBT = diag(�) :

Damit gilt

C =
1

0:5� �I+
1

0:5 + �
diag(�) :

Das Volumen des H�ullellipsoids ist proportional zu
q
det(C). Quadrieren, logarithmieren und

di�erenzieren nach � ergibt

@ lnfdet(C)g
@�

= spur

(
C�1

@C

@�

)
= 0 :

Hieraus folgt

(0:5� �)2
NX
i=1

�(i)

0:5 + �+ (0:5� �)�(i) = (0:5 + �)2
NX
i=1

1

0:5 + �+ (0:5� �)�(i) ;

und durch Umformung

(1� 2�)2
NX
i=1

�(i)
NY

j=1;j 6=i

f1 + �(j) + 2�(1� �(j))g

� (1 + 2�)2
NX
i=1

NY
j=1;j 6=i

f1 + �(j) + 2�(1� �(j))g = 0 :

Die Rekursion folgt dann aus

NX
i=1

n
4
�
1� �(i)

�
�2 + 4

�
1 + �(i)

�
�+ 1� �(i)

o NY
j=1;j 6=i

n
1 + �(j) + 2�

�
1� �(j)

�o

=

8<
:
N�1X
i=1

n
4
�
1� �(i)

�
�2 + 4

�
1 + �(i)

�
� + 1� �(i)

o N�1Y
j=1;j 6=i

n
1 + �(j) + 2�(1� �(j))

o9=
;n

1 + �(N) + 2�
�
1� �(N)

�o

+
n
4
�
1� �(N)

�
�2 + 4

�
1 + �(N)

�
� + 1� �(N)

o N�1Y
j=1

n
1 + �(j) + 2�

�
1� �(j)

�o
:

�

B.5.1 Spezialfall: Addition von skalaren Gr�o�en

F�ur zwei skalare Gr�o�en

A = fa : ja� âj �
p
Ag

B = fb : jb� b̂j �
p
Bg

ergibt sich

C = fc : jc� ĉj �
p
Cg

ĉ = â + b̂

C =
�p

A+
p
B
�2

:
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B.6 Zusammenfassung von Zust�anden

Gegeben seien ein N{dimensionales Ellipsoid A mit

A =
n
a : (a� â)T A�1 (a� â) � 1

o

und ein M{dimensionales Ellipsoid B mit

B =
�
b :
�
b� b̂

�T
B�1

�
b� b̂

�
� 1

�
:

Gesucht ist nun ein (N + M){dimensionales Ellipsoid C, f�ur das gilt
h
aT ; bT

iT 2 C, mit
a 2 A, b 2 B.

Satz B.1 Eine Familie von Ellipsoiden mit den gesuchten Eigenschaften ist gegeben durch

C =
n
c : (c� ĉ)T C�1 (c� ĉ) � 1

o
;

mit

ĉ =

2
4â
b̂

3
5 ; C =

2
4 A

0:5��
0

0 B

0:5+�

3
5 ;

wobei minimales Volumen f�ur

�min = 0:5
M �N
M +N

erreicht wird.

Beweis. Interpretiert man die Zustandserweiterung als Minkowski{Summe, d.h.

2
4a
b

3
5 =

2
4a
0

3
5+

2
40
b

3
5 ;

so ergibt sich mit Abschnitt B.5

ĉ =

2
4â
b̂

3
5 ; C =

2
4 A

0:5��
0

0 B

0:5+�

3
5 :

Das Volumen von C ist wegen (B.1) proportional zu

det (C) =
�

1

0:5� �
�N

det (A)
�

1

0:5 + �

�M
det (B) :

Di�erenzieren und zu Null setzen ergibt

@ det (C)

@�
=

(N +M)� + 0:5(N �M)

(0:5� �)N+1(0:5 + �)M+1
det (A) det (B) = 0

Wegen @2 det(C)

@�2

���
[�min]

> 0 handelt es sich bei �min um das � f�ur minimales Volumen. �



B.7. ERG�ANZUNGEN ZUR STATISCHEN ZUSTANDSSCH�ATZUNG 101

B.7 Erg�anzungen zur statischen Zustandssch�atzung

B.7.1 Beweis von Satz 2.5

Wegen (2.5) gilt

(z �Hx)TE�1(z �Hx) � 1 : (B.2)

Gesucht ist die ellipsoidale Menge aller x, f�ur die diese Ungleichung erf�ullt ist. F�ur den Mit-
telpunkt x̂ mu� die linke Seite minimal werden. Durch Di�erentiation nach x und Nullsetzen
des Resultats ergibt sich

HTE�1Hx̂ = HTE�1z : (B.3)

Es handelt sich um ein Minimum, da die nochmalige Di�erentiation zu HTE�1H (positiv
de�nit) f�uhrt.

Im folgenden werden die restlichen Parameter des Ellipsoids bestimmt. Zun�achst wird
Hx̂ auf beiden Seiten von (2.4) subtrahiert. Damit folgt

z �Hx̂ = H(x� x̂) + e :

Einsetzen in (B.2) f�uhrt auf

fz �Hx̂�H(x� x̂)gT E�1 fz �Hx̂�H(x� x̂)g � 1 :

Ausmultiplizieren ergibt

(z �Hx̂)TE�1(z �Hx̂)� 2(x� x̂)T HTE�1(z �Hx̂)| {z }
0 wegen (B:3)

+(x� x̂)THTE�1H(x� x̂) � 1 ;

woraus

(x� x̂)THTE�1H(x� x̂) � 1� (z �Hx̂)TE�1(z �Hx̂) = d

folgt.

B.7.2 Beweis von Satz 2.6

Durch Umformung von d in Satz 2.5 ergibt sich

d = 1� zT
�
E�1 �E�1H

�
HTE�1H

�
�1
HTE�1

�
z

und damit

d = 1� eTE�1e+ eTE�1H(HTE�1H)�1HTE�1e ;

woraus folgt

eTE�1e � 1 () d � 0 :
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Anhang C

Das SSI{Filter

In dieser Arbeit konnten bei der Zustandssch�atzung gute Ergebnisse mit rein mengenba-
sierten Verfahren erzielt werden. Der Grund hierf�ur ist, da� in der betrachteten Appli-
kation stochastische Fehler eine begrenzte Amplitude aufweisen und au�erdem klein ge-
gen�uber den systematischen Unsicherheiten sind. Sind auf der anderen Seite systematische
Fehler vernachl�assigbar gegen�uber stochastischen Unsicherheiten, so stellen stochastische
Fusionsverfahren das geeignetere Werkzeug dar.

In vielen Applikationen sind nun beide Formen von Unsicherheiten nicht vernachl�assig-
bar. In der Literatur �nden sich deshalb verschiedene Ans�atze zur Ber�ucksichtigung von
unbekannten systematischen Fehlern in stochastischen Systemmodellen. Mehrere Autoren
verwenden zus�atzliche Zustandsgr�o�en (state augmentation), [71] benutzt eine Bank von
Kalman{Filtern. In [76] wird die Zustandserweiterung kritisiert und ein neuer Ansatz unter
der Annahme der Unkenntnis (ignorance) vorgestellt. Die getrennte Sch�atzung von Zustand
und systematischen Fehlern wird in [74] diskutiert.

Hier wird ein neues Verfahren zur Zustandssch�atzung vorgestellt, welches Messungen
aus mehreren Informationsquellen verarbeitet, die gleichzeitig mit zwei verschiedenartigen
Fehlern behaftet sind. Bei dem einen Fehlertyp handelt es sich um einen deterministischen
Fehler mit bekannter Amplitudenbegrenzung. Der andere Fehlertyp ist ein stochastischer
Fehler mit bekannter Statistik. A priori Wissen �uber beide Formen der Unsicherheit erlaubt
konzeptionell unterschiedliche Reduktionen beider Unsicherheiten des gesuchten Zustands
auf der Basis der Messungen. Das sogenannte SSI{Filter (Statistical and Set{theoretic Infor-
mation Filter) enth�alt die klassischen Sch�atzmethoden als Grenzf�alle: Es konvergiert gegen
einen rein mengentheoretischen Sch�atzer, wenn der stochastische Fehler verschwindet, und
gegen einen rein stochastischen Sch�atzer, wenn der deterministische Fehler verschwindet.
Sind beide Fehler vorhanden, so handelt es sich bei der resultierenden Sch�atzung um eine
L�osungsmenge, deren Begrenzung im statistischen Sinne unsicher ist. Diese L�osungsmenge
konvergiert f�ur eine unendliche Anzahl von Messungen pro Informationsquelle gegen die
Schnittmenge der zugrundeliegenden unverrauschten Mengen.

In Abschnitt C.1 erfolgt zun�achst eine Formulierung des betrachteten Problems. Der Spe-
zialfall zweier Informationsquellen wird in Abschnitt C.2 diskutiert. Ein rekursives SSI{Filter
f�ur eine beliebige Anzahl von Informationsquellen wird in Abschnitt C.3 eingef�uhrt. Simu-
lative Beispiele zur Lokalisation mobiler Roboter werden in Abschnitt C.4 behandelt. Die
Untersuchungen sind auf den Fall eines skalaren, statischen Zustands beschr�ankt, Hinweise
f�ur die Verallgemeinerung auf den Fall eines statischen Zustandsvektors beliebiger Dimension
�nden sich in Abschnitt C.5.

C.1 Problemformulierung

Gegeben seien N Informationsquellen Si; i = 1; : : : ; N , f�ur einen gesuchten Zustand x.
Jede Quelle Si sei mit zwei additiven Fehlern verschiedenen Typs behaftet. Der erste Fehler
sei deterministisch, also konstant aber unbekannt. Die Amplitude des Fehlers sei durch eine
Menge begrenzt, im skalaren Fall also durch ein Intervall. Der zweite Fehler wird durch einen
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diskreten, mittelwertfreien, im allgemeinen farbigen stochastischen Proze� SPi mit bekannter
Statistik beschrieben. Die stochastischen Prozesse verschiedener Quellen seien voneinander
unabh�angig. Damit lautet die Me�gleichung f�ur den skalaren Fall9)

Zk
i = x + ied +

iEk
s ;

ied 2
"
�bi
2
;
bi

2

#
; iEk

s � SPi : (C.1)

Wenn der Einu� des stochastischen Fehlers iEk
s vernachl�assigbar ist, erfolgt die Sch�atzung

des Zustands x bei gegebenen Messungen Zk
i durch Schnittmengenbildung, die zu einer

Intervallsch�atzung f�uhrt. Der Einu� der statistischen Unsicherheit kann durch die Filterung
einer Vielzahl von Messungen f�ur jede Quelle Si eliminiert werden, so da� anschlie�end
die Schnittmengenbildung durchgef�uhrt werden kann. Hier soll jedoch eine Sch�atzung des
Zustands x zu jedem Zeitpunkt tk zur Verf�ugung gestellt werden. Nat�urlich handelt es sich
dabei nicht um eine Punktsch�atzung, sondern um eine Intervallsch�atzung, wobei die Grenzen
im statistischen Sinne unsicher sind. Diese Sch�atzung soll f�ur eine Vielzahl von Messungen
pro Informationsquelle gegen das oben erw�ahnte unverrauschte Schnittintervall konvergieren.

C.2 Zwei Informationsquellen

Zun�achst sei der Spezialfall zweier unabh�angiger Informationsquellen Si; i = 1; 2, betrachtet.
Die Intervallgrenzen � bi

2
des deterministischen, konstanten Fehlers und die Dichten fki des

stochastischen Fehlers zum Zeitpunkt tk seien f�ur jede Quelle a priori bekannt. Im folgenden
wird die Herleitung der Verbunddichte von linker und rechter Grenze des Intervallsch�atzers
skizziert. F�ur den Sonderfall von Gau�dichten fki werden analytische Ausdr�ucke f�ur die
Randdichten und die Erwartungswerte angegeben.

C.2.1 Stochastische Fehler beliebiger Dichte

X̂k
i sei der Sch�atzer f�ur x+ ied mit der Dichte f̂ki zum Zeitpunkt tk. Die Verbundverteilungs-

dichte der beiden unabh�angigen Zufallsvariablen X̂k
i , i = 1; 2, lautet f̂k12 = f̂k1 f̂

k
2 . Aufgrund

des a priori Wissens �uber den deterministischen Fehler, ied 2
h
� bi

2
; bi

2

i
, wird nun die Dichte

f�ur
���x̂k2 � x̂k1��� > 1

2
(b1 + b2) zu Null gesetzt. Damit ergibt sich die Dichte

^̂
fk12 =

8<
: C f̂k12 f�ur

���x̂k2 � x̂k1��� � 1
2
(b1 + b2)

0 sonst
;

wobei C einen Normierungsfaktor darstellt. Die linke und rechte Grenze 2Lk und 2Rk des
Intervallsch�atzers zum Zeitpunkt tk bei Ber�ucksichtigung zweier Informationsquellen werden
nun als

2Lk = max

 
^̂
Xk

1 �
b1

2
;
^̂
Xk

2 �
b2

2
;

!
; (C.2)

2Rk = min

 
^̂
Xk

1 +
b1

2
;
^̂
Xk

2 +
b2

2
;

!
(C.3)

9)Gro�buchstaben werden f�ur Zufallsvariable und Zufallsprozesse verwendet, Kleinbuchstaben f�ur konkrete

Realisierungen und deterministische Gr�o�en.



104 ANHANG C. DAS SSI{FILTER

l+b1/2

r-b1/2

-(b1+b2)/2

l+b2/2

r-b2/2

(b1+b2)/2

x1

k

x2

k

Abbildung C.1: Graphische Darstellung zur Herleitung der Verbundverteilung 2F k
LR (l; r).

de�niert, wobei die Verbundverteilungsdichte von
^̂
Xk

1 und
^̂
Xk

2 durch
^̂
fk12 gegeben ist. Die Ver-

bundverteilungsdichte f�ur die linke und rechte Grenze des stochastischen Intervallsch�atzers
kann dann mit Hilfe von Abb. C.1 zu

2fkLR (l; r) =

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

2Ck
LR

"
f̂k1

�
r � b1

2

�
f̂k2

�
l + b2

2

�
+ f̂k1

�
l + b1

2

�
f̂k2

�
r � b2

2

�

+ � (l + b1 � r) f̂k1
�
l + b1

2

� l+
b2
2R

x=l+b1�
b2
2

f̂k2 (x) dx

#
f�ur l � r � l + b1

0 sonst

(C.4)

berechnet werden, wobei o.B.d.A. b1 < b2 vorausgesetzt wird. � (x) bezeichnet den Dirac{
Impuls und 2Ck

LR einen Normierungsfaktor, der

1Z
l=�1

1Z
r=�1

2fkLR (l; r) dr dl = 1

gew�ahrleistet.

C.2.2 Gau�verteilte stochastische Fehler

Handelt es sich bei fki , i = 1; 2, um Gau�dichten, so gilt dies auch f�ur f̂ki , i = 1; 2. Mit

f̂ki (x) =
1p
2��̂ki

exp

0
@�1

2

 
x� m̂k

i

�̂ki

!2
1
A

k�onnen nun analytische Ausdr�ucke f�ur den Normierungsfaktor, die Randdichten und die
Erwartungswerte von linker und rechter Grenze, 2Lk und 2Rk, hergeleitet werden. Der
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Normierungsfaktor lautet

2Ck
LR = erf

0
BB@m̂

k
1 � m̂k

2 +
b1
2
+ b2

2r�
�̂k1

�2
+
�
�̂k2

�2
1
CCA� erf

0
BB@m̂

k
1 � m̂k
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�2
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1
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0
BB@m̂

k
2 � m̂k

1 +
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2
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�̂k1

�2
+
�
�̂k2
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1
CCA� erf
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k
2 � m̂k

1 +
b1
2
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�̂k2

�2
1
CCA ; (C.5)

wobei die erf{Funktion als

erf (x) =
1p
2�

xZ
y=0

exp

 
�y

2

2

!
dy

de�niert ist [106].

Die Randdichte 2fkL (l) =
1R

r=�1
fkLR (l; r) dr der linken Grenze berechnet sich zu

2fkL (l) =
1

2Ck
LR

2
4f̂k1
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b1

2

! 
erf

 
l + b2
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!!35 : (C.6)

Die Randdichte der rechten Grenze 2fkR (r) =
1R

l=�1

fkLR (l; r) dl erh�alt man zu

2fkR (r) =
1

2Ck
LR

2
4f̂k1
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!!35 : (C.7)

Der Erwartungswert der linken Grenze lautet

E
n
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1
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mit

G (x) =
exp
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2
x2

(�̂k1)
2

+(�̂k2)
2

!

p
2�

r�
�̂k1

�2
+
�
�̂k2

�2 :

Der Erwartungswert der rechten Grenze ergibt sich zu
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C.3 N Informationsquellen

Die obigen Betrachtungen f�ur N = 2 werden nun auf eine beliebige Anzahl N von Infor-
mationsquellen verallgemeinert. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Herleitung von
Rekursionsformeln f�ur die Randdichten von linker und rechter Grenze.

C.3.1 Stochastische Fehler beliebiger Dichte

Zun�achst erfolgt die Herleitung der Rekursionsformel f�ur die Randdichte der linken Grenze
iLk, welche die Informationen der Quellen 1; : : : ; i beinhaltet und durch

iLk = max

 
i�1Lk;

^̂
Xk
i �

bi

2

!
(C.10)

de�niert ist. Mit Hilfe des a priori Wissens �uber den deterministischen Fehler, ied 2
h
� bi

2
; bi

2

i
,

werden die Ungleichungen

x̂ki �
bi

2
� i�1rk; x̂ki +

bi

2
� i�1lk (C.11)

f�ur konkrete Realisierungen x̂ki ,
i�1lk, i�1rk formuliert. Mit (C.10) und (C.11) erh�alt man

ifkL

�
ilk
�
=

1
iCk

L

@

@ ilk

ilkZ
l=�1

ilk+
bi
2Z

x=l�
bi
2

1Z
r=x�

bi
2

f̂ki (x)
i�1fkLR (l; r) dr dx dl ;
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wobei iCk
L einen Normierungsfaktor bezeichnet. Damit ergibt sich

ifkL

�
ilk
�
=

1
iCk

L

(C.12)

2
664f̂ki
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�
ilk; r

�
dr dx

3
775 :

Lemma. Das Doppelintegral

zZ
l=�1

1Z
r=z

i�1fkLR (l; r) dr dl

�uber die Verbunddichte i�1fkLR (l; r) kann mit Hilfe der Randdichten als

zZ
l=�1

1Z
r=z

i�1fkLR (l; r) dr dl =

zZ
y=�1

n
i�1fkL (y)� i�1fkR (y)

o
dy (C.13)

dargestellt werden.
Beweis. Es gilt

zZ
l=�1

1Z
r=z

i�1fkLR (l; r) dr dl =

zZ
l=�1

1Z
r=�1

i�1fkLR (l; r) dr dl �
zZ

l=�1

zZ
r=�1

i�1fkLR (l; r) dr dl :

Beachtet man, da� i�1fkLR (l; r) f�ur l > r verschwindet, so kann die obere Grenze des
�au�eren Integrals des zweiten Ausdrucks durch 1 ersetzt werden. Durch Vertauschen der
Integrationsreihenfolge im zweiten Ausdruck erh�alt man

zZ
l=�1

1Z
r=z

i�1fkLR (l; r) dr dl =

zZ
l=�1

i�1fkL (l) dl �
zZ

r=�1

i�1fkR (r) dr ;

womit das Lemma bewiesen ist. �

Beachtet man erneut, da� i�1fkLR (l; r) f�ur l > r verschwindet, so kann (C.12) mit Hilfe
des Lemmas weiter vereinfacht werden. Die untere Grenze x � bi

2
des inneren Integrals des

zweiten Summanden kann n�amlich durch �1 ersetzt werden. Damit erh�alt man die gesuchte
Rekursionsformel f�ur die Randdichte der linken Grenze zu
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Analog ergibt sich die Rekursionsformel f�ur die Randdichte der rechten Grenze zu

ifkR (r) = (C.15)2
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r � bi

2

! rZ
y=�1

n
i�1fkL (y)� i�1fkR (y)

o
dy + i�1fkR (r)

r+
bi
2Z

x=r�
bi
2

f̂ki (x) dx

3
5
,

iCk
R ;



108 ANHANG C. DAS SSI{FILTER
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Abbildung C.2: Struktur der Rekursion f�ur die Randdichten von linker und rechter Grenze
im Falle von N Informationsquellen.

wobei iCk
R einen Normierungsfaktor bezeichnet.

Die Struktur dieser Rekursion f�ur die Randdichten von linker und rechter Grenze ist in
Abb. C.2 dargestellt, die Initialisierung lautet

1fkL = f̂k1

 
l +

b1

2

!
; (C.16)

1fkR = f̂k1

 
r � b1

2

!
: (C.17)

C.3.2 Gau�verteilte stochastische Fehler

Bei f̂ki ; i = 1; : : : ; N , handelt es sich erneut um Gau�dichten. Damit vereinfachen sich die
obigen Rekursionsformeln zu
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C.4 Simulative Beispiele zur

Lokalisierung mobiler Roboter

Zwei Grenzf�alle der Messung verschiedener Informationsquellen werden durch simulative
Beispiele illustriert. Im ersten Fall werden zun�achst ausschlie�lich Messungen der ersten
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1xB
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4xB

3xB

1xB

2xB

4xB

3xB

Bewegungsrichtung
Roboter

x x

Wand 1

Wand 2

Wand 3

Wand 4

Entfernungssensor

a) b)

Roboter

Wand 4

Wand 3

Wand 2

Wand 1

Abbildung C.3: Experiment zur eindimensionalen Lokalisierung eines mobilen Roboters:
a) sequentielle Messung, b) simultane Messung.

Wand 1 2 3 4

exakter Wert i~xB 125 82 28 6

Nominalwert ixB 120 80 40 0

Grenze bi 40 20 30 20

Standardabweichung �i 10 10 10 10

Tabelle C.1: Parameter des Lokalisierungsexperiments.

Quelle vorgenommen, dann der zweiten Quelle, und so weiter. Im zweiten Fall sind zu jedem
Zeitschritt Messungen aller Informationsquellen verf�ugbar.

Betrachtet wird ein mobiler Roboter mit einem bordeigenem Entfernungssensor, der den
Abstand zu vier W�anden mi�t, siehe Abb. C.3. Die Positionen der W�ande seien lediglich
innerhalb einer geometrischen Toleranz bekannt, d.h.

ixB = i~xB + i�xB ; mit
���i�xB��� � bi

2
;

wobei i�xB die unbekannte, aber beschr�ankte Abweichung des Nominalwerts ixB von der
unbekannten exakten Position i~xB bezeichnet. Die Abstandsmessungen des Entfernungssen-
sors seien mit einem additiven wei�en gau�verteilten Rauschen mit Erwartungswert Null und
Varianz �2i behaftet. Damit lautet die Me�gleichung

ixB +Dk
i = x + i�xB + iEk

s ;

wobei iEk
s � N (0; �i) den stochastischen Fehler bezeichnet, x die Fahrzeugposition und

Dk
i den gemessenen Abstand. Die Simulationen f�ur die beiden Grenzf�alle werden mit einer

exakten Fahrzeugposition von x = 200 und den Parametern gem�a� Tabelle C.1 durchgef�uhrt.
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f̂ki (x) ist nun eine Gau�dichte, deren Erwartungswert und Varianz zeitrekursiv durch
Messung von Quelle i zu

m̂k
i =

�
�̂k�1i

�
�2
m̂k�1

i + (�i)
�2
�
ixB + dki

�
�
�̂k�1i

�
�2

+ (�i)
�2

; (C.20)

�
�̂ki

�2
=

��
�̂k�1i

�
�2

+ (�i)
�2
�
�1

; (C.21)

mit m̂0
i = 0, (�̂0i )

�1
= 0 bestimmt werden [100].

Die erste Simulation bezieht sich auf die in Abb. C.3 a) dargestellte Situation, bei der
sich der mobile Roboter entlang der vier W�ande bewegt. Der Abstand zu den W�anden
wird sequentiell jeweils einhundertmal gemessen. Bei Messung des Abstands zu Wand 1

ergeben sich die Randdichten einfach als verschobene Version von f̂k1 (x) gem�a� (C.16) und
(C.17). Die Randdichten f�ur k = 100 dienen als Initialisierung f�ur die Rekursionsgleichungen
(C.18) und (C.19), die verwendet werden, um sequentiell die Informationsquellen 2, 3 und
4 einzubeziehen. Der Rekursionsschritt des SSI{Filters von i � 1 nach i wird nach jedem
zeitlichen Rekursionsschritt (C.20), (C.21) durchgef�uhrt, also jeweils einhundertmal f�ur die
W�ande 2, 3 und 4.

Abb. C.4 a) zeigt den zeitlichen Verlauf des Erwartungswerts f�ur die linke und f�ur die
rechte Grenze der Intervallsch�atzung. Mehrere Messungen f�ur eine Wand reduzieren die sto-
chastische Unsicherheit. Die deterministische Unsicherheit, die anf�anglich durch das Intervall
[175; 215] gegeben ist, wird jeweils beim Wechsel zur nachfolgenden Wand reduziert. Beim
Wechsel von Wand 1 zu Wand 2 lautet das zugrundeliegende rauschfreie Schnittintervall
[188; 208], welches f�ur eine gro�e Anzahl von Messungen f�ur Wand 2 gut approximiert wird.
Beim �Ubergang von Wand 2 zu Wand 3 wird lediglich die Sch�atzung der linken Grenze merk-
lich ver�andert, da das zugrundeliegende rauschfreie Schnittintervall durch [197; 208] gegeben
ist. Der �Ubergang von Wand 3 zu Wand 4 bewirkt eine verbesserte Sch�atzung der rechten
Grenze, das zugrundeliegende rauschfreie Schnittintervall lautet [197; 204].

Die zweite Simulation bezieht sich auf die in Abb. C.3 b) dargestellte Situation, bei der
der Abstand zu allen vier W�anden zu jedem Zeitpunkt tk simultan gemessen wird. Die zeit-
liche Rekursion (C.20), (C.21) wird zu jedem Zeitpunkt tk f�ur jede Informationsquelle i
durchgef�uhrt. Anschlie�end erfolgt zu jedem Zeitpunkt tk die Rekursion (C.18), (C.19) des
SSI{Filters, beginnend mit der Initialisierung (C.16), (C.17), bis zur Wand 4. Das zugrunde-
liegende rauschfreie Schnittintervall betr�agt bei dieser Simulation [197; 204]. Dieses Intervall
wird f�ur eine gro�e Anzahl von Messungen durch das SSI{Filter erreicht.

Abbildung C.4 zeigt deutlich die realistische Absch�atzung der Unsicherheit durch das
SSI{Filter auch f�ur eine gro�e Anzahl von Messungen im Gegensatz zur �uberoptimistischen
Absch�atzung bei Verwendung eines Punktsch�atzers.

C.5 Schlu�bemerkungen

Mit dem SSI{Filter (Statistical and Set{theoretic Information �lter) wurde ein neuer Ansatz
zur Fusion der Daten mehrerer Informationsquellen, die gleichzeitig mit einem deterministi-
schen amplitudenbegrenzten Fehler und einem (im allgemeinen unbegrenzten) stochastischen
Fehler behaftet sind, vorgestellt. Der neue Ansatz vereint bew�ahrte Schemata zur Behand-
lung eines rein stochastischen Fehlers und zur Behandlung eines amplitudenbegrenzten Feh-
lers. Bei der resultierenden Sch�atzung handelt es sich um eine Menge, deren Begrenzung im
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